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Chapitre 1

Introduction

Les r�esultats pr�esent�es dans cette th�ese concernent les triangulations de la sph�ere. Pas

n'importe quelle triangulation puisque seules celles de degr�e minimum cinq nous int�eresse-

ront ; c'est-�a-dire celles telles que tous les sommets poss�edent au moins cinq voisins. Plus

loin on expliquera les raisons de cette s�election.

Pour �xer l'objectif de ce document, on rappelle qu'un graphe est dit planaire si et

seulement si il existe une carte, c'est-�a-dire un ordonnancement des arêtes autour des

sommets, qui permet de le dessiner sans intersection des arêtes, sur un plan ou une sph�ere.

D'autre part un graphe est dit triangul�e si et seulement si toutes ses faces sont des triangles

et en�n une triangulation de la sph�ere est simplement un graphe planaire triangul�e.

Ainsi, la g�en�eration de toutes les triangulations de la sph�ere de degr�e minimum cinq

se ram�ene �a la g�en�eration de tous les graphes planaires triangul�es de degr�e minimum cinq.

Cette th�ese pr�esente un algorithme qui r�esoud ce probl�eme sans r�ep�etition, ni test

d'isomorphisme.

1.1 Pourquoi s'int�eresser �a ce probl�eme?

On s'int�eresse au probl�eme de g�en�eration des triangulations de la sph�ere de degr�e

minimum cinq, d'une part parce qu'il r�epond partiellement �a un probl�eme ouvert et d'autre

part parce qu'il est �etroitement li�e au th�eor�eme des quatre couleurs.

1.1.1 R�eponse partielle �a un probl�eme ouvert

D. Avis [Avi94] rappelle que le probl�eme consistant �a g�en�erer sans r�ep�etition ni test

d'isomorphisme toutes les triangulations de la sph�ere est ouvert. La g�en�eration de graphes

par test d'isomorphisme signi�e que tous ceux qui sont non isomorphes doivent être stock�es.
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Cette remarque permet de reformuler le probl�eme ouvert comme �etant celui de g�en�erer

sans r�ep�etition ni stockage toutes les triangulations de la sph�ere.

1.1.2 Historique du th�eor�eme des quatre couleurs

L'un des probl�emes centraux existant sur les graphes planaires est certainement le

th�eor�eme des quatre couleurs.

Le probl�eme consistant �a prouver �a la main ce th�eor�eme a occup�e une tr�es grande partie

des recherches en th�eorie des graphes. T. L. Saaty et P. C. Kainen dans [SK77] citent K.

O.May qui a rappel�e en 1965 que l'origine de ce th�eor�eme n'est pas due �a la concr�etisation

d'une s�erie d'e�orts individuels, mais �a l'�etincelle de l'esprit de Francis Guthries qui

travaillait comme colorieur de cartes en Angleterre. Son fr�ere Frederick communiqua ce

qui �etait alors une conjecture au professeur A. De Morgan de l'Universit�e de Londres en

octobre 1852. Aussitôt A.DeMorgan donnera du cr�edit �a cette conjecture et l'enseignera

�a ses �etudiants. Le 13 Juin 1878, apparâ�t la premi�ere publication de la conjecture dans

le journal The proceedings of London Mathematical Society sous la plume du professeur

A. Cayley. C'est alors la naissance d'un des plus fameux probl�emes de l'histoire des

math�ematiques.

On rappelle ce th�eor�eme:

Th�eor�eme 1 Soit G un graphe planaire. Le nombre chromatique de G est inf�erieur ou

�egal �a quatre.

Une coloration des sommets d'un graphe est l'a�ectation d'une couleur �a tous les

sommets du graphe, tel que deux sommets voisins, i.e. li�es par une arête, n'ont pas la

même couleur ; le nombre chromatique d'un graphe �etant le nombre minimum de couleurs

permettant une telle coloration.

La recherche d'une d�emonstration

Sans doute l'une des premi�eres preuves a �et�e propos�ee par A. B. Kempe dans [Kem79]

en 1879. C'est P. J. Heawood dans [Hea90], en 1890, qui trouva son erreur.

Par la suite il y a eu de nombreuses contributions et sans être exhaustif on rappelle les

plus importantes, [Ber48], [Hee69], et [Bir13].

La plupart des tentatives de d�emonstration du th�eor�eme utilisent la même technique :

par exemple la tentative de A. B. Kempe en 1879, celle de K. Appel, W. Haken, J.

Koch en 1977, et en�n celle de N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour, R. Thomas

en 1996.
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Grossi�erement dans cette technique on peut distinguer deux phases.

1. Une premi�ere phase, o�u l'on doit d�e�nir un ensemble complet de r�eductions ; c'est-

�a-dire une collection de sous-graphes planaires, telle que tout graphe planaire soit

r�eductible �a l'un de ces sous-graphes. Prouver que l'ensemble de ces r�eductions est

complet est une tâche extrêmement d�elicate.

2. La seconde phase consiste �a montrer comment une 4-coloration sur un graphe ap-

partenant �a l'ensemble des r�eductions peut induire une 4-coloration sur le graphe

original.

La premi�ere preuve

La premi�ere preuve du th�eor�eme des quatre couleurs est due �a K. Appel, W. Haken

et J. Koch en 1977, dans [AHK77b], [AHK77c], et [AHK77a]. Cette preuve utilise 1482

con�gurations r�eductibles et a n�ecessit�e plus de 1200 heures de calcul sur trois ordinateurs.

Les ra�nements

Une nouvelle preuve tr�es r�ecente de ce th�eor�eme, utilisant seulement 633 con�gurations

r�eductibles, a �et�e propos�ee par N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour, et R. Thomas

dans [RSST96b]. De cette preuve, les mêmes auteurs ont extrait un algorithme e�cace de

coloration des graphes planaires dans [RSST96a].

Quelques mots sur les algorithmes de 4-coloriage

Puisque le nombre chromatique des graphes planaires est connu comme �etant inf�erieur

ou �egal �a 4, il est int�eressant de mettre au point des algorithmes rapides a�n de tenter de

k-colorier les graphes planaires tels que k < 5.

La bibliographie concernant la coloration de graphes est tr�es abondante, voir par

exemple dans [W]. Dans le cas particulier de la coloration des graphes planaires, on

peut distinguer deux cat�egories d'algorithmes : ceux qui aboutissent directement �a une

k-coloration avec k < 6 et ceux qui proc�edent par essais et corrections de k-colorations

avec k > 4.

Par exemple, dans [CNS81], [MST81] les auteurs pr�esentent des algorithmes qui per-

mettent de colorier avec au plus cinq couleurs tout graphe planaire et cela en temps

lin�eaire.
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Dans [AS86] et [MS91], les auteurs proposent des algorithmes de coloration pour des

graphes d'ordre important (plus de 128000 sommets) ainsi que des techniques de r�esolution

d'impasses par retour-arri�ere localis�e, par châ�nes de Kempe ou par Wandering.

1.2 Int�erêt des graphes MPG5 quant au probl�eme de la 4-

coloration

Nous allons ici mettre en �evidence l'existence d'une relation �etroite entre le probl�eme

de la 4-coloration et celui de l'�etude des graphes planaires maximaux de degr�e minimum

cinq.

1.2.1 Quels sont les graphes planaires les plus di�ciles �a 4-colorier?

Les graphes planaires les plus di�ciles �a colorier, i.e. avec quatre couleurs, sont sans

aucun doute les graphes planaires triangul�es. Les graphes planaires triangul�es sont des

graphes planaires satur�es d'arêtes. On emploie le mot satur�e, dans le sens o�u l'on ne peut

plus rajouter d'arête dans un tel graphe sans perdre la planarit�e.

1.2.2 Quels sont les graphes planaires maximaux les plus di�ciles �a 4-

colorier?

Parmi les graphes planaires triangul�es, il y en a de plus di�ciles �a 4-colorier que

d'autres. Ce sont ceux dont tous les sommets sont de degr�e au moins �egal �a cinq. Ils sont

dits MPG5 1.

La raison pour laquelle les graphes MPG5 sont les triangulations de la sph�ere les plus

di�ciles �a 4-colorier tient au fait que tout sommet de degr�e inf�erieur �a 5 est 4-coloriable.

Prouvons-le.

1. Soit v un sommet de degr�e inf�erieur ou �egal �a trois. Clairement, le sommet v peut

être colori�e par une des quatre couleurs non utilis�ee parmi ses voisins.

2. Soit v un sommet de degr�e quatre. En utilisant les châ�nes de Kempe on peut

toujours colorier v par une des quatre couleurs. On le montre, mais auparavant on

pr�esente deux observations.

On consid�ere une 4-coloration d'un graphe G par les couleurs not�ees a, b, c et d. Une

châ�ne de Kempe (a; b) est une composante connexe induite par tous les sommets

de couleurs a et b.

1: MPG5 pour Maximal planar Graph with minimum degree �ve.
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Fig. 4 - Exemple de châ�nes de Kempe. (2).

Exemple Sur la �gure 3, les châ�nes (1; 2; 3; 4) et (7; 8; 9) sont des châ�nes de

Kempe (a; b), et la châ�ne (4; 6; 2) est une châ�ne de Kempe (b; c).

On doit alors faire les remarques suivantes.

(a) On peut interchanger les couleurs a et b sur une châ�ne de Kempe (a; b), sans

cr�eer de conit de coloration ; c'est-�a-dire que sur la châ�ne, on permute les deux

couleurs, la couleur a devient b et la couleur b devient a. Cela naturellement

est valable pour n'importe quelle autre châ�ne bicolore, (b; c), (c; a), etc.

Par exemple, �gure 3, sur la châ�ne (1; 2; 3; 4), on peut interchanger les couleurs

a et b, sans cr�eer de conit de coloration ; voir �gure 4.

(b) Dans le cas o�u le sous-graphe induit par les sommets de couleurs a et b n'est pas

connexe, interchanger les couleurs a et b sur l'une des composantes connexes

fournira une nouvelle coloration.

Par exemple les deux 4-colorations des �gures 3, 4 sont bien di��erentes ; puis-

qu'elles ne reposent pas simplement sur une permutation des couleurs. Par

exemple une permutation des couleurs pourra être la suivante, on remplace la

couleur a par la couleur b, b par c, c par d et d par a.
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Fig. 5 - Impasse sur un sommet de degr�e quatre.

On montre alors que tout sommet v de degr�e quatre peut être 4-colori�e.

Premi�erement si les quatre voisins utilisent moins de quatre couleurs, alors le som-

met v est imm�ediatement coloriable par une des quatre couleurs non utilis�ees dans

son voisinage. Par exemple, supposons que les quatre voisins du sommet v utilisent

seulement les trois couleurs a; b et c ; alors on peut aussitôt colorier v par la couleur

d.

Supposons alors que le sommet v soit tel que ses quatre voisins utilisent d�ej�a les

quatre couleurs symbolis�ees par a, b, c et d ; voir �gure 5.

On dit alors qu'il y a une impasse sur le sommet v, car la coloration courante implique

l'utilisation d'une cinqui�eme couleur pour le sommet v. Pour r�esoudre ce probl�eme,

on d�ecrit le premier voisinage du sommet v par la liste suivante,

x; z; y; t;

et supposons que le sommet x (resp. z; y; t) soit colori�e par la couleur a (resp. d, b,

c) ; voir �gure 5. A�n d'�eliminer l'impasse, c'est-�a-dire de prouver que le sommet v

peut être colori�e par une des quatre couleurs a; b; c ou d, on distingue deux cas.

(a) La châ�ne (a; b) issue du sommet x ne contient pas le sommet y ; c'est-�a-dire

que la châ�ne (a; b) issue du sommet x et celle issue du sommet y appartiennent

�a deux composantes connexes di��erentes dans le sous-graphe des sommets bi-

colori�es par a et b.

Dans ce cas on interchange les couleurs a et b sur la châ�ne (a; b) issue du

sommet x. Les sommets x; y sont alors tous deux de couleur b et le sommet

t (resp. z) de couleur c (resp. d). On peut donc colorier le sommet v par la

couleur a : l'impasse est �elimin�ee.

(b) La châ�ne (a; b) issue du sommet x contient le sommet y. Elle coupe donc le

plan en deux. Par planarit�e, la châ�ne (c; d) issue du sommet t ne contient pas

le sommet z ; voir �gure 6. On est dans le cas pr�ec�edent.
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Fig. 6 - R�esolution d'impasse pour un sommet de degr�e quatre par les châ�nes de Kempe.

Ainsi dans un graphe planaire, tout sommet de degr�e inf�erieur �a cinq est imm�ediate-

ment coloriable par une couleur parmi a, b, c et d. D'autre part pour les graphes planaires,

la formule d'Euler,

3n3 + 2n4 + n5 � n7 � 2n8 � : : :� (6� h)nh = 12 (1)

o�u ni est le nombre de sommets de degr�e i, implique que dans tout graphe planaire,

il existe n�ecessairement des sommets de degr�e inf�erieur �a six. En cons�equence il n'existe

pas de triangulation de la sph�ere de degr�e minimum k avec k > 5 ; en d'autres termes

il n'existe pas de graphes MPGk avec k > 5. Les graphes planaires les plus di�ciles �a

colorier avec quatre couleurs sont donc les graphes MPG5.

1.3 Conclusion

Dans cette th�ese, d'une certaine mani�ere, on a cherch�e �a contribuer �a mieux connâ�tre

les graphes planaires. Sans aborder directement le probl�eme des quatre couleurs, on a

cherch�e �a se concentrer sur un probl�eme connexe, celui de l'�enum�eration constructive

des triangulations de la sph�ere de degr�e minimum cinq. N�eanmoins, nous nous sommes

int�eress�e directement au probl�eme de coloration. Par exemple, dans [Rol96], nous avons

propos�e une 4-coloration de certains graphes MPG5 et plus largement dans [HDR94b]

et [HDR94c], nous avons pr�esent�e deux algorithmes de coloration de graphes, appel�es

respectivement Maya et Willy.

Ainsi c'est le probl�eme de la 4-coloration des graphes planaires qui a motiv�e l'�etude

particuli�ere des graphes MPG5 par rapport �a celle plus g�en�erale des graphes planaires.

Ce document ne cherchera pas �a prouver que tous les graphes MPG5 sont 4-coloriables,

mais seulement �a fournir des outils pour les construire et les �enum�erer.
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L'int�erêt de nos travaux tient au fait que la g�en�eration des graphes MPG5 sans r�ep�e-

titions, ni tests d'isomorphismes fait partie d'un probl�eme ouvert. Celui-ci, rappel�e dans

[Avi94], consiste en la g�en�eration des triangulations de la sph�ere (i:e:, pas seulement les

MPG5) sans r�ep�etition, ni test d'isomorphisme.

La bibliographie concernant la construction de graphes MPG 2
est assez abondante.

Moins importante est, celle plus sp�ecialis�ee, de leur �enum�eration e�cace. Encore plus

faible est la quantit�e de litt�erature concernant la construction de graphes MPG5. Dans le

chapitre suivant, on va s'attacher �a d�ecrire cette litt�erature.

Pr�ecis�ement cette th�ese pr�esentera d'une part des outils pour construire l'ensemble des

graphes MPG5 et d'autre part un proc�ed�e a�n de les �enum�erer sans test d'isomorphisme

ni stockage (sans stockage signi�e que l'on ne conserve pas les graphes non isomorphes).

L'�elaboration de certains de ces outils a �et�e pr�esent�ee dans [HDR95].

2: MPG pour Maximal Planar Graph.



21

Chapitre 2

�Etat de l'art

Il a �et�e montr�e dans [Ore67], [EAH89], [Nin87] que tout graphe planaire triangul�e,

not�eMPG 1 pouvait être transform�e en un autre graphe MPG de même ordre et cela par

la transformation diagonale [Ore67]. Il existe des travaux sur les graphes MPG in�nis,

par exemple ceux de R. Halin dans [Hal89]. Cette th�ese ne s'int�eressera qu'aux graphes

MPG �nis.

Bien qu'ancienne, cette transformation diagonale est encore tr�es utilis�ee. En e�et il

y a par exemple les travaux r�ecents de D. Avis [Avi94] qui fabrique sans r�ep�etition les

graphes planaires r-enracin�es et ceux de S. G. Boswell [Bos91] qui calcule le nombre

minimum de �-op�eration �a utiliser a�n de transformer un grapheMPG en un autreMPG.

La transformation � d�evelopp�ee par Al-hakim [AH89] est une extension de la diagonale

transformation.

Par la suite, nous utiliserons nous aussi cette transformation a�n d'�enum�erer tous les

graphes MPG5.

Dans [BETT94], on peut trouver une large bibliographie comment�ee concernant entre

autres les tests de planarit�e et la repr�esentation des graphes planaires ( straight-line dra-

wings, orthogonal grid drawings, etc.). A ce titre on peut mentionner deux r�esultats clas-

siques, d'une part le premier algorithme de test de planarit�e en temps lin�eaire, dû �a J.

Hopcroft et R. E. Tarjan [HT74] et d'autre part la preuve que tout graphe planaire

admet une repr�esentation sans intersections dans le plan avec uniquement des arêtes rec-

tilignes, dû �a K. Wagner [Wag36], I. Fary [Far36] et S. K. Stein [Ste51]. En�n on cite

deux logiciels de manipulation de graphes, d'une part Cabri-graphes r�ealis�e originelle-

ment par O. Baudon [Bau90] et d'autre part Groups & Graphs r�ealis�e par W. Kocay

et C. Pantel [KP95].

1: MPG, pour Maximal Planar Graph.
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Fig. 7 - Premi�ere �etape commune �a l'Expansion et R�eduction.

Remarque Les applications des graphes planaires maximaux, not�es MPG, ou des

graphes MPG5, n'ont pas �et�e notre souci. N�eanmoins, on indique que la construction de

graphes MPG poss�ede certaines applications, par exemple pour l'�elaboration de circuits

imprim�es, [Gif84].

2.1 G�en�erer les triangulations de la sph�ere avec un degr�e

minimum cinq

Comme on l'a dit, la litt�erature sur la g�en�eration des graphes planaires maximaux de

degr�e minimum cinq, not�es MPG5, n'est pas tr�es abondante. Les deux algorithmes les

plus r�epandus pour cette g�en�eration sont celui de G. Marble, D. W. Matula et J. D.

Isaacson [MMI72] et celui de C. A. Morgenstern et H. D. Shapiro [MS91].

Il existe sur la base de ces deux algorithmes un certain nombre de variations. On

s'attachera, dans ce document, �a d�e�nir uniquement les versions originales.

Le premier algorithme est design�e par expansion, le second par r�eduction.

Ces m�ethodes commencent toutes deux par la construction d'un circuit 	0. Ensuite,

elles triangulent al�eatoirement la face int�erieure de celui-ci par l'ajout d'arêtes. A ce stade

les deux algorithmes divergent dans leur stat�egie pour trianguler la face ext�erieure de 	0.

On a donn�e un exemple d'un cycle 	0 et de cette triangulation sur la �gure 7.

2.1.1 Algorithme d'expansion

Le proc�ed�e de triangulation de la face ext�erieure est donn�e par l'algorithme 8.

Un exemple d'ex�ecution de cet algorithme apparâ�t sur la �gure 9. Il est issu de l'ex�e-

cution de l'algorithme jusqu'�a la ligne (12) incluse, et prend en entr�ee le graphe de la �gure

7. Au d�ebut de la ligne (13), le circuit 	 est alors :
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Entr�ee : Un circuit 	 de longueur k, dont la face int�erieure
est vide de sommets et enti�erement triangul�ee.

Sortie : Un graphe MPG5.

Nom : Triangulation de la face ext�erieure par Expansion(	)

(1) D�ebut

(2) Si j	j > 3 Alors
(3) Cr�eer un nouveau sommet v �a l'ext�erieur de 	

(4) Choisir al�eatoirement un sommet u0 appartenant au circuit 	

(5) Ajouter l'arête(v;u0)
(6) On renomme 	 dans le sens direct par u0; u1; u2; : : : ; uj	j
(7) i 1
(8) R�ep�eter

(9) Ajouter l'arête(v;ui)

(10) i i+ 1
(11) Jusqu'�a dg(ui) < 5 ou i = j	j
(12) 	 	+ fvg � fu1; : : : ui�1g
(13) Triangulation de la face ext�erieure par Expansion (	)
(14) Fin

ALG. 8 - Construction d'un graphe MPG5 par Expansion.

u0; v; u3; u4; : : : ; u8:

Terminaison

L'algorithme d'Expansion s'arrête lorsque le circuit 	 est un triangle. Les sommets du

graphe courant ont alors un degr�e sup�erieur �a quatre.

La terminaison de cet algorithme n'est pas garantie si l'on ne met aucune restriction sur

le choix du sommet uo. En e�et, par exemple, il est possible qu'apr�es l'�etape commune aux

deux algorithmes (triangulation de la face interne du circuit 	0) il existe deux sommets

adjacents x et y (sur le circuit 	0), dont l'un poss�ede un degr�e deux et l'autre un degr�e

trois. Appelons ces sommets respectivement x et y, et pla�cons-nous dans le cas o�u la ligne

(4) op�ere les a�ectations u0 = x et u1 = y ; alors le circuit 	 au d�ebut de la ligne (13)

contiendra �a nouveau une paire de sommets adjacents dont l'un sera de degr�e deux, et

l'autre de degr�e trois (puisque d�es lors dg(x) = 3 et dg(v) = 2). Si, �a l'it�eration suivante,

�a la ligne (4), on fait u0 = x et u1 = v alors, le circuit suivant 	 au d�ebut de la ligne (13)

contiendra �a nouveau un couple de sommets adjacents tel que l'un sera de degr�e deux et

l'autre de degr�e trois ; en e�et soit v0 le nouveau sommet ajout�e, alors
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Fig. 9 - Une it�eration de l'algorithme d'Expansion.
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Fig. 10 - Non terminaison de l'Expansion.

dg(v0) = 2, dg(v) = 3;

voir �gure 10.

En conclusion, sans restriction sur la s�election du sommet u0 de la ligne (4), dans le

pire des cas, le cardinal du circuit 	 dans l'algorithme d'Expansion tend vers l'in�ni, voir

�gure 11. En cons�equence cet algorithme dans le pire des cas, peut ne jamais terminer.

Remarque On ne sait pas si l'algorithme d'Expansion peut atteindre tous les graphes

MPG5. En revanche, C.Morgenstern et H. D. Shapiro [MS91] et nous-même [HDR94a]

avons constat�e que les graphes construits �a l'aide de cette m�ethode poss�edaient une dis-

tribution des degr�es telle qu'il existait des sommets de grands degr�es ; ce qui, dans la

perspective d'une exp�erimentation d'algorithmes de coloration, est un avantage puisque

cela permet de cr�eer des graphes plus di�ciles �a 4-colorier.
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u

u1

0

v

Fig. 11 - Exemple de non terminaison de l'Expansion.

2.1.2 Algorithme de r�eduction

Cette m�ethode est en quatre �etapes. La premi�ere consiste �a d�evelopper un circuit 	0

de longueur k ; la seconde r�ealise une triangulation de la face interne par un proc�ed�e tel

que celui d�ecrit pour la m�ethode d'expansion ; la troisi�eme triangule la face externe du

circuit 	0 par un proc�ed�e, identique �a celui employ�e pour la face interne en prenant garde

de ne pas cr�eer d'arêtes multiples.

A la suite de cette troisi�eme �etape, le graphe courant est un graphe planaire enti�erement

triangul�e et de degr�e minimum trois. Le graphe de la �gure 7 �a la suite de l'�etape trois de

l'algorithme de r�eduction pourrait être celui de la �gure 13.

La derni�ere �etape de cet algorithme est d�ecrite succinctement dans [MS91] ; pour plus

de d�etails on peut se procurer le programme dans [Mor]. La m�ethode utilis�ee pour trans-

former un graphe triangul�e planaire, c'est-�a-dire un graphe MPG en un graphe MPG5

est la suivante : d'abord on retire tous les sommets de degr�e trois et on fusionne tous les

sommets de degr�e quatre avec un de leurs quatre voisins, puis on revient �a la premi�ere

�etape tant que le graphe n'est pas MPG5 ; voir l'algorithme 12.

On rappelle que dans un graphe planaire maximal, contenant un sommet x v�eri�ant

la ligne (C2), il existe forc�ement un couple de sommets non-adjacents dans son premier

voisinage ; d'o�u la ligne (C3).

Le graphe issu de cette derni�ere �etape est �evidemment soit vide soit MPG5.

Notons que dans [MS91], les auteurs ont prouv�e que l'algorithme de r�eduction pouvait

th�eoriquement construire tous les graphes MPG5.
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Entr�ee : Un graphe d'ordre k, contenant un circuit 	 de longueur k

dont les deux faces interne et externe sont enti�erement triangul�ees.

Sortie : Un graphe MPG5.
Nom : R�eduction (G)

(A1) D�ebut

(A2) Tant que Vrai Faire

(A3) Si il existe un sommet x de degr�e trois Alors

(A4) retirer un sommet de degr�e trois(G;x)
(A5) Sinon

(A6) Si il existe un sommet x de degr�e quatre Alors

(A7) retirer un sommet de degr�e quatre(G;x)
(A8) Sinon

(A9) /* Le graphe est soit vide, soit MPG5 */

(A10) Retourner(G)
(A11) Fin

Entr�ee : Un graphe G, et un sommet x de degr�e trois

Sortie : Le graphe G apr�es destruction du sommet x.

Nom : retirer un sommet de degr�e trois(G;x)

(B1) D�ebut

(B2) Retirer le sommet x

(B3) Mise �a jour des degr�es

(B4) Retourner (G)
(B5) Fin

Entr�ee : Un graphe G, et un sommet x de degr�e quatre

Sortie : Le graphe G apr�es destruction du sommet x.

Nom : retirer un sommet de degr�e quatre(G;x)

(C1) D�ebut

(C2) Le premier voisinage du sommet x est z; t; r; s
(C3) dans le sens indirect tel que les z et r soient non-adjacents

(C4) Si les sommets t et s sont non adjacents Alors

(C5) Si (dg(z) + dg(r)) < (dg(t) + dg(s))a Alors

(C6) � z ; �  r

(C7) Sinon

(C8) � t ; �  s

(C9) Sinon

(C10) � z ; �  r

(C11) Retirer le sommet x, puis connecter les deux sommets �;�
(C12) Mise �a jour des degr�es

(C13) Retourner (G)

(C14) Fin

aOn note dg(x) le nombre de voisins du sommet x ; i.e. le degr�e de x.

ALG. 12 - R�eduction d'un graphe MPG dans un graphe MPG5.
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Fig. 13 - Exemple de deuxi�eme �etape de la R�eduction.

Degr�e 5 6 7 8 9 10 11 12 13 � 14

R�eduction 34. 8 37. 8 20. 8 5. 9 0. 6 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0

Expansion 50. 1 26. 6 12. 4 5. 1 2. 3 1. 3 0. 7 0. 5 0. 3 0. 6

TAB. 14 - Distribution des degr�es en pourcentage entre l'algorithme d'Expansion et l'al-

gorithme de R�eduction.

2.1.3 Exp�erimentation

Si un g�en�erateur de graphes MPG5 est d�edi�e �a l'exp�erimentation d'algorithmes de

coloration des sommets, alors un crit�ere de qualit�e, pour un tel g�en�erateur, pourrait être

celui de pouvoir fabriquer des graphes avec des degr�es � importants. En e�et, on constate

que plus � est important, plus le graphe, dans le cas g�en�eral, sera di�cile �a 4-colorier.

Pour permettre la comparaison de ces deux algorithmes R�eduction et Expansion, on

donne une table de distribution des degr�es pour la fabrication de 25 graphes MPG5 de

16 000 sommets (environ) par les deux m�ethodes. Cette table est extraite de l'article

[MS91]. Le degr�e maximal calcul�e par l'algorithme de R�eduction (resp. Expansion) est de

10 (resp. 37), voir table 13. Dans [HDR94a], toujours pour des graphes d'ordre 16000, nous

proposons des r�esultats exp�erimentaux en comparant les deux algorithmes pr�ec�edents, ainsi

que deux autres algorithmes.

On peut trouver dans [Mor] un ensemble de programmes en langage C et Pascal per-

mettant la fabrication de graphes particuliers, comme les graphes al�eatoires, les graphes de

Leighton [Lei79], les graphes k-partites, les graphes g�eom�etriques ainsi que les graphes

MPG5. On trouve aussi des algorithmes de coloration de graphes utilisant des techniques

de r�esolution d'impasse telles que les châ�nes de Kempe, le Wandering, ou le retour-arri�ere

localis�e.



28 - Chapitre 2. �Etat de l'art

2.1.4 Enum�eration des graphes planaires maximaux

Le probl�eme de la g�en�eration e�cace des triangulations de la sph�ere non enracin�ee (i.e.

non point�ee) a �et�e largement �etudi�e dans la litt�erature. Ceci apparâ�t plus di�cile que la

g�en�eration de toutes les triangulations enracin�ees, et la plupart des algorithmes font appel

�a des tests d'isomorphisme. Cela signi�e que toutes les triangulations non isomorphes

doivent être stock�ees. On rappelle quelques r�esultats.

R. Bowen, et S. Fisk [BF67] ont d�ecrit une m�ethode pour g�en�erer toutes les triangula-

tions de la sph�ere. M. B. Dillencourt [Dil92] donne un algorithme pour g�en�erer tous les

poly�edres simples en 3 dimensions. A. Deza, K. Fukuda et V. Rosta [DFR93] donnent

une m�ethode pour fabriquer tous les 3-polytopes simples en appliquant une variation du

th�eor�eme de K. Wagner [Wag36] et en utilisant la proc�edure reverse search d�evelopp�ee

par D. Avis et K. Fukuda [AF93]. H. Stamm-Wilbrand [SW93] d�ecrit un algorithme

simple pour g�en�erer toutes les triangulations de la sph�ere en partant de K4.

On pr�esente deux m�ethodes r�ecentes d'�enum�eration.

{ D. Avis et K. Fukuda [AF93] ont d�ecrit une proc�edure appel�ee Reverse Search

qui peut être vue comme une technique pour g�en�erer tous les sommets d'un graphe

dont les arêtes sont donn�ees implicitement par ce que l'on est convenu d'appeler un

\oracle".

Une application de cette m�ethode a �et�e d�evelopp�ee par le premier auteur :

D. Avis [Avi94] donne un algorithme utilisant la proc�edure reverse search pour

g�en�erer tous les graphes de n sommets qui sont 2 et 3 connexes planaires triangul�es

avec r sommets sur la face ext�erieure. Les triangulations sont enracin�ees ou point�ees,

ce qui signi�e que la num�erotation des sommets sur la face ext�erieure est �x�ee.

Cette application g�en�ere sans r�ep�etition tous les graphes 2 et 3-connexes r-enracin�es

triangul�es. Mais comme le fait remarquer l'auteur, chaque triangulation de la sph�ere

d'ordre n peut apparâ�tre au plus 12n� 24 fois comme une triangulation enracin�ee.

Ainsi, si l'on veut g�en�erer toutes les triangulations de la sph�ere d'ordre n, chacune

de ces duplications doit être �elimin�ee par un test d'isomorphisme.

Il existe des r�esultats concernant l'�enum�eration des graphes MPG4 enracin�es par

la proc�edure reverse search, par exemple ceux tr�es r�ecents de C. M. Kong dans

[Kon96].

{ B. D. MacKay [McK93] d�ecrit un proc�ed�e de g�en�eration exhaustive sans test d'iso-

morphisme par calcul d'orbites ainsi que par calcul de formes canoniques. Ce pro-

c�ed�e est voisin de la proc�edure \orderly generation" d�evelopp�ee par R. C. Read dans
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[Rea78]. Dans [BMS95], ce proc�ed�e a �et�e utilis�e pour la premi�ere fois, a�n d'�enum�e-

rer les graphes cubiques
2
de calibre

3
9. D'autres applications de ce proc�ed�e ont �et�e

depuis d�evelopp�ees, [Bri96], [FMB95], [BD96a], [BD96b]. On peut trouver certains

programmes utilisant ce proc�ed�e par ftp dans [McK87], [McK90] et [Bri96].

Le second proc�ed�e est celui que nous avons choisi pour �enum�erer tous les graphes

MPG5.

On doit rappeler les travaux de W. Tutte sur l'�enum�eration existentielle (i.e. non

constructive) des triangulations de la sph�ere. Dans [Tut56], l'auteur donne une formule

exacte �enum�erant les graphes planaires 3-enracin�es d'ordre n. Soit g(n; 3) le nombre des

graphes planaires 3-enracin�es,

g(n; 3) =
2

(n� 2)!
(3n� 6)(3n� 5) : : :(4n� 11):

Plus g�en�eralement, le probl�eme de l'�enum�eration des cartes planaires point�ees a �et�e

tr�es �etudi�e. Le nombre de telles cartes comportant m arêtes est �egal �a

am =
2:(2m)!

m!(m+ 2)!
3
m:

Il existe au moins cinq preuves de cette formule dues �a Tutte dans [Tut56], [Tut68],

�a Lehman dans [Leh70], �a Cori et Richard dans [CR72] et en�n �a Cori et Vauquelin

dans [CV81].

2.2 Plan de la th�ese

Les algorithmes actuels de construction de graphes MPG5 sou�rent d'un d�efaut im-

portant : il n'est pas possible de fabriquer des graphes MPG5 pour un ordre n donn�e. Ce

d�efaut fait qu'il est di�cile de les adapter pour une �eventuelle �enum�eration.

Pr�ecis�ement, d'une part il n'existe pas de g�en�erateurs de graphes MPG5 pour un

ordre n �x�e et, d'autre part, il n'existe pas non plus d'algorithme d'�enum�eration de tous

ces graphes sans r�ep�etitions ni stockage.

L'objet de cette th�ese est la fabrication et l'�enum�eration des graphes MPG5 sans test

d'isomorphisme pour un ordre n �x�e.

Le point central de ce document est le choix du processus de fabrication. L'id�ee de base

2: Un graphe cubique est un graphe trois r�egulier ; i.e. tous les sommets ont exactement trois voisins.

3: Le calibre (en anglais girth) correspond �a la longueur du plus long cycle dans [Ber87].



30 - Chapitre 2. �Etat de l'art

pour fabriquer tous les graphes MPG5 d'ordre n est de proc�eder de mani�ere it�erative ;

c'est-�a-dire, en partant du grapheMPG5 d'ordre 14 et �a l'aide d'outils adapt�es, de g�en�erer

tous les graphes MPG5 d'ordre 15, �a partir des graphes MPG5 d'ordre 15, de g�en�erer

tous ceux d'ordre 16, etc. jusqu'�a l'ordre n.

La d�emonstration de ce proc�ed�e, c'est-�a-dire, la preuve que l'ensemble des outils propo-

s�es peuvent fabriquer tous les graphes MPG5, utilisera la r�eciproque. En d'autres termes,

on montrera que par ces outils il est toujours possible de r�eduire un grapheMPG5 d'ordre

n � 14 �a un graphe MPG5 d'ordre 14.

Les graphes MPG5 d'ordre n < 14 sont peu nombreux : il existe un unique graphe

MPG5 d'ordre inf�erieur �a 14, il est d'ordre 12 et ne contient que des sommets de degr�es

5.

1. Dans la premi�ere partie de la th�ese, on rappelle les notions de base de la th�eorie des

graphes, et des cartes topologiques. On propose ensuite un ensemble de d�e�nitions

sp�eci�ques d�ecrivant d'une part une partition des graphes MPG5 4 et d'autre part

un ensemble de transformations
5
.

2. Dans la seconde partie, et dans un premier temps, on d�e�nit l'ensemble des graphes

MPG5 r�eductibles par les transformations d�e�nies en premi�ere partie
6
. On propose

alors un certain nombre de nouveaux outils permettant de r�eduire les graphesMPG5

restants ; i.e. non r�eduits jusque-l�a. Finalement on d�emontre que tous les MPG5

d'ordre n � 14 sont r�eductibles �a l'unique grapheMPG5 d'ordre 14 ; ce qui signi�era

qu'�a l'aide des outils inverses 7, il sera possible de construire tous les graphes MPG5

d'ordre n � 14. Finalement, on extrait un algorithme qui g�en�ere tous les graphes

MPG5 d'ordre n � 14 �x�e.

3. La derni�ere partie propose un algorithme qui g�en�ere tous les graphes MPG5. Cette

partie reprend l'algorithme d�evelopp�e dans la seconde partie et ins�ere un m�ecanisme

de contrôle d'�enum�eration emprunt�e �a [McK93]. Ainsi cette partie proposera l'adap-

tation de la m�ethode d'�enumeration [BMS95] de mani�ere �a donner un algorithme

g�en�erant toutes les triangulations de la sph�ere de degr�e minimum cinq sans r�ep�eti-

tion ni test d'isomorphisme.

4: Les graphes not�es A;B et C.

5: Les transformations not�ees T et T 0 ainsi que les transformations inverses T�1 et (T 0)�1.
6: Les transformations T�1 et (T 0)�1.

7: Par exemple T et T 0.
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Premi�ere partie

Notions de Base : rappels et

d�e�nitions
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Chapitre 1

Rappel de quelques notions de la

th�eorie des graphes

Les r�ef�erences des ouvrages utilis�es pour l'ensemble des rappels de ce chapitre sont

[AG93], [Ber87], [Bol78], [TS92].

1.1 Graphe orient�e

On appelle graphe orient�e, un couple G = (X;E) o�u,

{ X est un ensemble, dont les �el�ements sont appel�es sommets ou noeuds du graphe,

{ E est un ensemble de couples de X � X , dont les �el�ements u = (x; y) sont appel�es

arcs du graphe G, x et y �etant des sommets de X .

Exemple : Repr�esentation graphique.

Le graphe orient�e de la �gure 15 est d�ecrit par les deux ensembles suivants,

{ X = f1; 2; 3; 4; 5g

{ E = f(1; 2); (1; 3); (1; 4); (2; 2); (2; 3); (2; 4); (3; 5); (5; 4)g

Remarques

{ Si X contient n sommets, le graphe G est d'ordre n.

{ L'arc (x; y) est dit orient�e de x (extr�emit�e initiale) vers y (extr�emit�e �nale).
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Fig. 15 - Exemple d'un graphe orient�e.

{ Par cette d�e�nition, il y a, pour tout couple de sommets x et y, au plus un arc de x

vers y. Un arc (x; x), allant de x vers x, s'appelle une boucle.

Dans l'�etude de certaines propri�et�es des graphes, il arrive que l'orientation des arcs, c'est-

�a-dire la distinction entre extr�emit�e initiale et extr�emit�e �nale ne joue aucun rôle. On peut

justement citer par exemple le probl�eme de coloration de graphes.

1.2 Graphe non orient�e

On d�e�nit un graphe non orient�e, comme un couple G? = (X;E?) avec,

{ X est l'ensemble des sommets du graphe G?
,

{ E?
est un ensemble de paires de X �X , dont les �el�ements u = (x; y) sont appel�es

arêtes du graphe G?, x et y �etant des sommets de X .

A un graphe orient�e G = (X;E) on associe alors le graphe non orient�e G? = (X;E?)

obtenu en supprimant l'orientation des arcs de E, c'est-�a-dire

E?
= f arêtes (x; y)=l'arc (x; y) soit dans Eg:

Le graphe non orient�e G? est dit sous-jacent au graphe orient�e G.

Exemple Le graphe non orient�e associ�e au graphe orient�e de la �gure 15 est pr�esent�e

en �gure 16.

Remarques

{ Si l'on impose qu'il n'y ait pas de boucle, le graphe est dit simple.

{ Un graphe non orient�e peut être consid�er�e comme un graphe orient�e (X;E) parti-

culier, dans lequel pour tout arc (x; y) de E, l'arc oppos�e (y; x) est �egalement dans

E.
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Fig. 16 - Exemple d'un graphe non orient�e.
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Fig. 17 - Correspondance graphe orient�e et non orient�e.

Exemple Le graphe non orient�e G? de l'exemple de la �gure 16, consid�er�e comme un

graphe orient�e, se repr�esente par le graphe de la �gure 17.

1.3 Sous-graphe et graphe partiel

Un sous-graphe engendr�e par un sous-ensemble de sommetsX 0
d'un graphe G = (X;E)

est le graphe dont les sommets sont les �el�ements de X 0 et dont les arcs (resp. arêtes) sont

ceux de G ayant leurs deux extr�emit�es dans X 0
.

Un graphe partiel d'un graphe (X;E) est par d�e�nition un graphe de la forme (X;E 0
)

o�u E0 � E.

Exemple Consid�erons le graphe (X;E) repr�esentant la carte routi�ere de la France : X

est l'ensemble des villes de France, et e = (x; y) 2 E si e est une route qui va de la ville x

�a la ville y. La carte des routes �a grande circulation est un graphe partiel, tandis que la

carte routi�ere de Charente-Maritime est un sous-graphe.

Remarque Jusqu'�a la �n de ce document on ne consid�erera que les graphes simples,

non-orient�es, avec au plus une arête entre deux sommets (i.e. sans arêtes multiples).
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Fig. 18 - Graphe connexe.

1.4 A propos des sommets et des arêtes

1.4.1 Chemin et connexit�e

Un chemin d'un graphe G = (X;E) est une s�equence alternative et �nie de sommets

et d'arêtes du type

v0; e0; v1; e1; v2; : : : ; vk�1; ek; vk

telle que

{ vi�1 et vi sont les extr�emit�es de l'arête ei, avec i 2 [1; k].

{ tous les sommets sont distincts.

En g�en�eral, dans l'�ecriture d'un chemin on omet les arêtes ei, c'est-�a-dire que l'on �ecrira

le chemin pr�ec�edent par,

v0; v1; v2; : : : ; vk�1; vk

Exemple Sur le graphe de la �gure 18.

{ (2; 1; 6; 5) et (1; 6; 5; 3; 4) sont des chemins.

{ (5; 1; 6; 5; 3) et (2; 6; 5; 3) ne sont pas des chemins.

Un graphe G = (X;E) est connexe s'il existe au moins un chemin entre chaque couple

de sommets de X . Le graphe de la �gure 18 est connexe. En revanche si on retire le sommet

5 de la même �gure, dans ce cas, on obtient deux composantes connexes (cf. �gure 19).

1.4.2 Distance entre sommets

La distance entre deux sommets x et y dans un graphe G, not�ee d(x; y) est la longueur

du plus court chemin de x �a y dans G.



1.4. A propos des sommets et des arêtes 37
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Fig. 19 - Graphe non connexe.
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Fig. 20 - Deux graphes isomorphes.

Exemple Sur la �gure 18.

{ d(1; 1) = 0, d(1; 2) = 1, d(1; 5) = 1, d(1; 3) = 2, d(1; 4) = 3

{ d(2; 2) = 0, d(2; 1) = 1, d(2; 6) = 2, d(2; 4) = 4

La distance entre deux sommets appartenant �a deux composantes connexes di��erentes

est par convention in�nie.

Exemple Sur le graphe de la �gure 19, d(1; 3) =1.

1.4.3 Isomorphisme

Deux graphes G1 = (X1; E1) et G2 = (X2; E2) sont isomorphes si et seulement si il

existe une bijection de X1 dans X2, qui induit une bijection de E1 dans E2.

En d'autres termes, si les sommets v1 et v2 du graphe G1 correspondent �a v
0
1 et v

0
2 dans

le graphe G2 alors l'arête (v1; v2) de G1 correspond �a l'arête (v01; v
0
2) dans G2 et vice-versa.

Ainsi les deux graphes de la �gure 20 sont isomorphes. Les correspondances entre leurs

ensembles de sommets et leurs ensembles d'arêtes sont les suivantes :

{ Correspondance des ensembles de sommets :
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v1  ! v02, v2  ! v03, v3  ! v01, v4  ! v04, v5  ! v05.

{ Correspondance des ensembles d'arêtes :

e1  ! e01, e2  ! e05, e3  ! e02, e4  ! e06, e5  ! e04, e6  ! e03, e7  ! e07.

1.4.4 i�eme-voisinage d'un sommet

Soit G = (X;E) un graphe et x un sommet de G.

N i
(x) repr�esente le i�eme-voisinage de x ; c'est-�a-dire l'ensemble des sommets �a une

distance i du sommet x ; N pour Neighborhood.

On note N(x) = N1
(x).

Exemple Sur le graphe de la �gure 18,

{ N(1) = (2; 6; 5),N(2) = (1), N(3) = (4; 5)

{ N2(1) = (3), N2(2) = (5; 6), N2(3) = (1; 6)

{ N3
(1) = (4), N3

(2) = (3), N3
(3) = (2)

On peut exprimer le second voisinage de x par l'�egalit�e suivante :

N2
(x) =

0
@ [
y2N(x)

N(y)

1
A�N(x)� x

1.4.5 Degr�e d'un sommet et �(G), �(G)

Le degr�e d'un sommet ou valence d'un sommet est le nombre d'arêtes qui en sont issues.

Le degr�e d'un sommet x d�enot�e par dg(x) est, ici, d�e�ni par jN(x)j. On note � et �

les entiers suivants :

�(G) = max
x2X
fdg(x)g;

�(G) = min
x2X
fdg(x)g:

Exemple Sur la �gure 18.

{ dg(2) = 1

{ dg(1) = 3
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{ dg(6) = 2

On consid�ere un graphe G et un sous-graphe G0
. On note dgG0(x) (resp. N i

G0(x)) le

degr�e (resp. i�eme-voisinage) du sommet x dans le sous-graphe G0
.

Exemple On consid�ere les deux composantes connexes de la �gure 19. Chacune de

ces deux composantes peut être consid�er�ee comme un sous-graphe du graphe de la �gure

18 de la page 42. Soit G1 = (X1; E1) la composante telle que X1 = f1; 2; 6g et E1 =

f(1; 2); (1; 6)g. On a dgG1
(1) = 2, dgG(1) = 3, et NG1

(1) = (2; 6), NG(1) = (2; 6; 5).

Remarque Quand on �ecrira dg(x) cela signi�era dgG(x), i.e. le degr�e du sommet x

dans le graphe courant G, dans la mesure o�u cela ne prêtera pas �a confusion ; idem pour

la notation N i
(x) et N i

G(x).
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Chapitre 2

Rappel de quelques notions sur les

cartes topologiques

Dor�enavant, on consid�erera uniquement les graphes �nis, simples, connexes, et sans

arêtes multiples.

2.1 Carte topologique

On appelle carte topologique T sur une surface orientable
P

g de genre g de IR
3
, une

partition de
P

g en trois ensembles �nis de cellules :

{ l'ensemble des sommets, qui est un ensemble �ni de points,

{ l'ensemble des arêtes, qui est un ensemble �ni d'arcs de Jordan ouverts simples, deux

�a deux disjoints, dont les extr�emit�es (confondues ou non) sont des sommets,

{ l'ensemble des faces. Les faces sont des domaines simplement connexes, dont les

fronti�eres sont des r�eunions de sommets et d'arêtes.

2.2 Genre d'une carte topologique

Le genre de la carte T est le genre g de la surface orientable
P

g.

Une carte de genre 0 est dite planaire.

Une carte de genre 1 est dite dessin�ee sur le tore.

Si n;m; f sont respectivement les nombres de sommets, d'arêtes et de faces, on a la

formule d'Euler qui donne le genre g de la carte T :
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Fig. 21 - Exemple de carte planaire.

g = 1 +
(m� n� f)

2
(2)

Pour les cartes de genre 0 :

n = m� f + 2 (3)

Remarque Deux cellules sont dites adjacentes ou voisines, si l'une est dans la fronti�ere

de l'autre.

2.3 Degr�e d'une face

Le degr�e d'une face est le nombre d'arêtes qui lui sont voisines.

Un isthme, arête incidente �a une seule face, est compt�e pour deux dans le degr�e de la

face qui lui est voisine.

Exemple Sur la �gure 21 �a la page 42, les arêtes (3; 4), (3; 5), et (1; 2) sont des isthmes.

2.4 Brin

On appelle brin, une arête orient�ee de la carte. On associe �a tout brin, de fa�con �evidente,

son sommet initial, son sommet �nal, l'arête qui constitue son support et son brin oppos�e.

2.5 Carte point�ee, carte enracin�ee

Une carte est dite point�ee ou enracin�ee si l'un des brins b� est distingu�e. Le brin b�

est appel�e brin point�e de la carte, et son sommet initial s� est appel�e sommet point�e de la

carte.
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*b

Fig. 22 - Exemple de carte planaire point�ee.

2.6 Face ext�erieure

On appelle face ext�erieure de la carte, la face qui est incidente au brin point�e b� et

situ�ee �a droite de b� dans le sens de son parcours.

Exemple On repr�esente sur la �gure 22 une carte planaire point�ee (de genre 0) de fa�con

que la face ext�erieure de la carte soit la face non born�ee dans le plan.

2.7 Cartes point�ees isomorphes

Deux cartes point�ees de même genre sont dites isomorphes, s'il existe un hom�eomor-

phisme de la surface associ�ee, pr�eservant son orientation, et envoyant les sommets, arêtes,

faces et brins point�es de la premi�ere carte sur ceux de la seconde.

2.8 Graphes maximaux, graphes triangul�es

On consid�ere uniquement les graphes planaires simples et sans faces bord�ees par deux

arêtes. Soit une repr�esentation d'un tel graphe G. S'il est impossible d'ajouter une nouvelle

arête sur la repr�esentation de G sans perdre la planarit�e, on dit que G est maximal.

Un graphe planaire est dit triangul�e quand toutes ses faces ont exactement trois coins.

Propri�et�e caract�eristique 2 [Ore67] Un graphe planaire est maximal si et seulement

si il est triangul�e.

Exemple On peut voir un graphe maximal, et donc triangul�e, sur la �gure 23.
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Fig. 23 - Graphe maximal.

Fig. 24 - Le plus petit MPG5.

2.9 Graphes MPG5

On rappelle que la formule d'Euler appliqu�ee au graphe planaire maximal peut s'�ecrire

comme suit,

3n3 + 2n4 + n5 � n7 � 2n8 � : : :� (6� h)nh = 12 (4)

avec ni le nombre de sommets dans G avec un degr�e i et h = �(G).

Un graphe G est dit MPG5 pour Maximal Planar Graph with Minimum degree �ve.

Un graphe MPG5 v�eri�e la formule (4) avec n3 = n4 = 0.

Exemple On peut voir le plus petit MPG5 sur la �gure 24.

Pour la famille des graphes MPG5, on rappelle une �egalit�e int�eressante. Dans un

graphe planaire maximal, chaque face est entour�ee de trois arêtes. On a alors l'�egalit�e,

2m = 3f

O�u m est le nombre d'arêtes du graphe G et f le nombre de faces. En utilisant la

formule 3, dans un graphe G = (X;E) planaire triangul�e non vide, i.e. X 6= ;, on a ainsi

l'�egalit�e suivante,

n =
m

3
+ 2 (5)



2.10. Transformation diagonale 45

x

y

z t

D(z,t)

x

y

z t

D(x,y)

Fig. 25 - Transformation Diagonale D.

On introduit deux notations a�n de d�esigner l'ensemble des graphes MPG5 et ceux

d'ordre n : par abus de langage on d�esignera par MPG5 l'ensemble de tous les graphes

MPG5 ; d'autre part, on notera MPG5n l'ensemble des graphes MPG5 d'ordre n.

2.10 Transformation diagonale

On rappelle une transformation classique, tr�es utilis�ee pour la construction de graphes

triangul�es.

Soit G = (X;E) un graphe MPG5 et e = (x; y) une arête de E. Puisque G est

enti�erement triangul�e, e borde deux triangles not�es x; y; z et x; t; y. Si e0 = (z; t) n'est pas

une arête dans E, on dit que e est transformable et on d�e�nit la notation :

D(e) = E � e+ e0:

La transformation qui associe �a E l'ensemble E0
= D(e) est bien connue, elle est

appel�ee transformation diagonale. Quand une arête e est transformable, on dit que l'on

peut basculer (ip) l'arête e.
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Chapitre 3

D�e�nitions sp�eci�ques

Jusqu'�a la �n de ce document, on s'int�eresse exclusivement aux graphesMPG5 connexes.

Ce chapitre, rappelons-le, entend proposer un ensemble d'outils permettant de r�eduire

l'ordre de tout grapheMPG5 d'ordre n �a un autre graphe MPG5 d'ordre n�1. Ces outils

s'appliqueront �a des sommets de certains degr�es. On introduit �a cet e�et deux d�e�nitions.

3.1 Partition de X en Xinf6 et Xsup6

Soit G = (X;E) un graphe. On partitionne l'ensemble X en deux sous-ensembles

disjoints not�es Xinf6 et Xsup6 tel que X = Xsup6 [Xinf6. On d�e�nit ces deux ensembles :

Xsup6 = fx 2 X=dg(x)� 6g;

Xinf6 = fx 2 X=dg(x)< 6g:

Remarque On peut v�eri�er �a la main qu'il existe un unique graphe MPG5 tel que

jXsup6j = 0. Ce graphe contient 12 sommets de degr�e 5, cf. la �gure 24 de la page 44. Ce

graphe est l'unique graphe MPG5 d'ordre inf�erieur �a quatorze.

3.2 Transformations T et T�1

Avant de d�e�nir la premi�ere transformation de contraction not�ee T�1
, on d�ecrit l'objet

sur lequel elle s'applique, un carr�e [: : :].
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3.2.1 Carr�es : : : ; : : : et [: : : ; : : :]

Soit G = (X;E) un graphe MPG5 et e une arête de E. Puisque G est un graphe

MPG5, e borde deux triangles not�es z; t; x et z; t; y o�u les deux sommets x et y sont les

deux voisins communs de z et t. On appelle un tel quadruplet, un carr�e z; t ; x; y.

D'autre part z; t ; x; y est un carr�e [z; t ; x; y] si et seulement si x; y 2 Xsup6.

Exemple Le carr�e z; t ; x; y, sur la �gure 26 (celle de droite), est aussi un carr�e [z; t ; x; y].

3.2.2 Transformation de contraction T
�1

Soit G un graphe MPG5 tel qu'il existe un carr�e s = [z; t ; x; y]. On notera T�1
s (G) (et

plus souvent, sous forme all�eg�ee T�1
(s)) le graphe G apr�es contraction des deux sommets

z et t en un unique sommet v ; cf. la �gure 26.

On peut v�eri�er que pour tout carr�e s = [: : :], le graphe T�1
(s) est un graphe MPG5.

Remarque Par la transformation T�1 tout graphe MPG5 d'ordre n contenant au

moins un carr�e [: : :] est r�eductible �a un graphe MPG5 d'ordre n� 1. Les deux prochaines

sous-sections pr�esentent la transformation inverse de T�1, not�ee T ainsi que l'objet sur

lequel elle s'applique not�e chemin [: : :]. (Nous avons pr�ef�er�e noter T�1
la transformation

de contraction, parce que le
�1

nous semble bien convenir �a la notion de contraction.)

La transformation T permettra, �a partir d'un graphe MPG5 d'ordre n, de fabriquer un

graphe MPG5 d'ordre n+ 1 contenant au moins un carr�e [: : :].

3.2.3 Chemins [: : :]

Soit G un graphe MPG5 et x; v; y un chemin simple de longueur deux. On note ce

chemin [v ; x; y] si et seulement si,

{ Le sommet v appartient �a l'ensemble Xsup6.

{ L'ensemble N(v) peut être d�ecrit dans le sens indirect par la liste suivante,

(x; v1; : : : ; vk; y; vk+2; : : : ; vq)

avec k > 1 et q > k + 2. Voir �gure 26.

Exemple Sur la �gure 26 (�a gauche), il y a les chemins suivants : [v ; x; y], [v ; vq; vk],

[v ; v1; vk+2], : : :
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T  [z,t ; x,y]

Fig. 26 - Transformations T et T�1.

3.2.4 Transformation d'explosion T

La transformation T s'applique sur un chemin [: : :]. Soit p = [v ; x; y] un chemin, le

graphe T (p) est le graphe G apr�es explosion du sommet v en deux nouveaux sommets

adjacents not�es z et t, et tels que, dans le sens indirect, les premiers voisinages de z et t

correspondent respectivement aux listes suivantes,

N(z) = (x; t; y; vk+2; : : : ; vq) et N(t) = (x; v1; : : : ; vk; y; z) :

On pourra v�eri�er que pour tout chemin p = [: : :], le graphe T (p) est un grapheMPG5.

Exemple Voir �gure 26.

Remarques

1. Par la formule d'Euler num�ero 4 (page 44) un grapheMPG5 d'ordre douze contient

exactement douze sommets de degr�e cinq, on peut alors facilement v�eri�er par

construction que deux graphes MPG5 d'ordre douze sont forcements isomorphes.

Cela implique que le graphe MPG5 d'ordre douze est �a la fois l'unique graphe

MPG5 de cet ordre, le plus petit graphe MPG5, et l'unique graphe MPG5 tel que

l'ensemble Xsup6 soit vide. De ce fait, on s'int�eressera exclusivement aux graphes

MPG5 tels que l'ensemble Xsup6 est non vide, et cela jusqu'�a la �n de ce document.

2. L'objectif de ce chapitre d�edi�e aux d�e�nitions sp�eci�ques est de d�e�nir des trans-

formations de mani�ere �a r�eduire tout graphe MPG5 d'ordre n �a un graphe MPG5

d'ordre n � 1. Or, par d�e�nition, la transformation T�1 n'est pas applicable �a un

graphe sans carr�e [: : :]. Cette observation justi�e d'une part la d�e�nition des graphes

sans carr�e [: : :] et d'autre part celle d'une transformation r�eduisant tout graphe
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yx

Fig. 27 - Exemple d'un graphe de type A.

yx

Fig. 28 - Exemple d'un graphe de type A. (2)

MPG5 d'ordre n sans carr�e [: : :] �a un graphe MPG5 d'ordre n � 1. Les deux pro-

chaines sections (resp. 3.3 et 3.4) proposent un partitionnement de l'ensemble des

graphes MPG5 (A;B et C) puis des transformations not�ees (T 0)�1 et T 0.

3.3 Graphes A, B et C

Dans cette section on d�e�nit l'ensemble des graphes MPG5 ne contenant pas de carr�e

[: : :]. Puis on partitionne cet ensemble en deux sous-ensembles disjoints not�es A et B. Les

graphes de l'ensemble A poss�edent en e�et des propri�et�es �a la fois fortes et imm�ediates.

Par exemple il sera facile de proposer un algorithme permettant de tous les fabriquer. En

revanche, les graphes de l'ensemble B poss�edent des propri�et�es moins triviales, n�ecessitant

des d�emonstrations.

3.3.1 Graphes A

Un graphe MPG5 est dit de type A, si et seulement si, Xsup6 6= ; et la distance

minimale entre deux sommets distincts de degr�e sup�erieur �a cinq est sup�erieure �a deux.

Exemple On trouvera un graphe de type A sur la �gure 27. Il comporte deux sommets

de degr�e sup�erieur �a cinq, not�es x et y. Ces deux sommets sont �a une distance de 3. Sur
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Fig. 29 - Exemple d'un graphe de type B.

la �gure 28 on pr�esente le même graphe, mais dessin�e de mani�ere �a mettre en �evidence les

deux roues de sommets de degr�e 5, l'une autour de x, l'autre autour de y.

3.3.2 Graphes B

Soit G un grapheMPG5 avec Xsup6 6= ;. Le graphe G est dit de type B si et seulement

si il est �a la fois non A et sans carr�e [: : :].

Dans un tel graphe B, H d�esignera le sous-graphe induit par les sommets de l'ensemble

Xsup6.

Exemple On trouvera un graphe de type B d'ordre 20 sur la �gure 29.

3.3.3 Graphes C

Soit G un graphe MPG5 avec Xsup6 6= ;. G est dit de type C, si et seulement si, il

contient au moins un carr�e [: : :] ; en d'autres termes si et seulement si il n'est ni A ni B.

Exemple On trouvera un graphe C sur la �gure 30. Les graphes C apparaissent alors

comme �etant les graphesMPG5 accessibles par la transformation T ou comme les graphes

MPG5 r�eductibles par la transformation T�1
.

Remarque Par abus de langage, on parlera d'un graphe A (respectivement d'un graphe

B et C) pour signi�er qu'il est de type A (resp. B et C). De même on parlera parfois,

lorsque le sens est clair, de l'ensemble A (resp. B et C), pour signi�er l'ensemble des

graphes de type A (resp. B, et C) ; voir �gure 31.
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Fig. 30 - Exemple d'un graphe de type C.

A

B

Graphes MPG5

C

avec carré [...]Sans carré [...]
Graphes MPG5

Fig. 31 - Partition de l'ensemble MPG5.
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3.4 Transformations T 0 et (T 0
)
�1

On rappelle que l'on cherche �a d�e�nir des transformations de mani�ere �a être capable de

r�eduire tout grapheMPG5 d'ordre n �a un grapheMPG5 d'ordre n�1. La transformation

T�1
par d�e�nition ne permet pas de r�eduire les graphes sans carr�es [: : :] ; i.e. les graphes A

et B. Les graphes A seront fabriqu�es par un algorithme tr�es simple les g�en�erant tous. En

revanche, nous n'avons pas trouv�e d'algorithme aussi simple s'appliquant aux graphes B :

plus complexe est la transformation, not�ee (T 0
)
�1
, que nous proposons pour les r�eduire.

Dans les deux prochaines sous-sections on pr�esente la transformation (T 0
)
�1

ainsi que

l'objet sur lequel elle s'applique, �a savoir un carr�e not�e h: : : ; : : :i.

3.4.1 Carr�es h: : : ; : : :i

Soit G = (X;E) un graphe B et s = z; t ; x; y un carr�e de G. s est un carr�e hz; t ; x; yi

si et seulement si dg(z) > 6 et dg(t) > 6.

3.4.2 Transformation bascule-contraction (T 0)�1

Soit G un graphe B et s un carr�e hz; t ; x; yi de G. La transformation (T 0)�1(s) r�ealise

successivement D(z; t) puis T�1
(x; y ; z; t).

On peut v�eri�er que pour tout carr�e s = h: : :i, le graphe (T 0
)
�1
(s) est un graphe

MPG5.

Exemple Voir �gure 33.

Remarque Dans la suite on d�e�nit la transformation inverse de (T 0
)
�1

not�ee T 0
, de

mani�ere �a ce que le graphe apr�es l'application de T 0 soit �a coup sûr un graphe B. Cette

contrainte est assez pesante ce qui explique la lourdeur de la d�e�nition de l'objet sur lequel

s'applique T 0
: un chemin h: : :i.

On pourra alors prouver que pour tout chemin p = h: : :i le graphe T 0
(p) est un graphe

B.

3.4.3 Chemins h: : :i

Soit G = (X;E) un graphe MPG5 et v un sommet de degr�e sup�erieur �a sept, tel que

son premier voisinage puisse être d�ecrit par la liste suivante,

N(v) = (b; a; z; d; e; f; t; c; : : :)
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o�u les sommets a; b; c; d; e; f sont dans l'ensemble Xinf6 (cf. la �gure 32). Le chemin [v ; z; t]

sera not�e hv ; z; ti si et seulement si les trois conditions suivantes sont v�eri��ees,

1. dg(v)� 8.

2. Si le graphe G est de type C alors on distingue deux cas :

{ dg(v) = 8 (cf. �gure 32) : Les seuls carr�es [: : :] existant dans le graphe G, sont

parmi les quatre suivants : [a; z ; v; w1], [z; d ; v; w2], [t; f ; v; w3] et [c; t ; v; w4].

{ dg(v)> 8 (cf. �gure 33). D'une part le sommet b; b0 2 Xinf6 et d'autre part il y

a au plus deux carr�es [: : :] dans le graphe G, d�ecrits par [z; d ; v; w2], [t; f ; v; w3].

3. Si dg(z) = 5 (resp. dg(t) = 5) alors le sommet p 2 Xinf6 (resp. o 2 Xinf6).
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Remarques

1. Si dg(z) = 5 alors (cf. �gures 32 et 33), le sommet w1 est confondu avec le sommet

k, et le sommet l avec le sommet w2. De la même mani�ere si dg(t) = 5 le sommet

w3 est confondu avec le sommet m, et le sommet n avec le sommet w4.

2. Un chemin hv ; z; ti est aussi un chemin [v ; z; t]. En revanche, la r�eciproque n'est pas

n�ecessairement vraie : d'une part il sera possible d'appliquer l'explosion T sur des

chemins du type hv ; z; ti ; d'autre part l'ensemble des chemins du type [: : :] contient

l'ensemble des chemins h: : :i.

3.4.4 Transformation explosion-bascule T 0

Soit G un graphe MPG5, et p = hv ; z; ti un chemin. Le graphe T 0
(p) est obtenu par

application successive de T (p) (qui \explose" v en x et y), puis de D(x; y). Voir �gure 33.

On peut v�eri�er que pour tout chemin p = h: : :i, T 0
(p) est un graphe MPG5.

Exemple Voir �gure 33.

Proposition 3 Soit G = (X;E) un graphe MPG5 et p = hv ; z; ti un chemin. T 0
(p) est

un graphe de type B.

Preuve La structure de la preuve est calqu�ee sur celle de la d�e�nition d'un chemin h: : :i.

On distingue donc deux cas, suivant le degr�e du sommet v.

1. Supposons dgG(v) = 8. Par d�e�nition d'un chemin p = hv ; z; ti, tel que dg(v) = 8,

les seuls carr�es existants sont parmi les quatre suivants (en utilisant la notation

pr�ec�edente ; i.e. sur la �gure 32 �a droite) : [a; z ; v; w1], [z; d ; v; w2], [t; f ; v; w3] et

[c; t ; v; w4].

Soit G0
= T (p). Par d�e�nition de la transformation explosion T appliqu�ee sur p,

dans le graphe G, on \explose" le sommet v en deux sommets x; y. Ceux-ci sont tous
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deux de degr�e six et tels que leur premier voisinage, dans le sens indirect, est d�e�ni

par les listes suivantes,

(NG0(y) = (z; d; e; f; t; x)) et (NG0(x) = (a; z; y; t; c; b)) :

On �enum�ere les carr�es [: : :] existant dans le graphe G0
.

D'une part, il y a exactement 4 sommets dont la valence a chang�e entre G et G0
;

ils sont not�es x; y; z et t (en particulier, on a dgG0(x) = dgG0(y) = 6) ; d'autre part

puisque dans le graphe G, par d�e�nition d'un chemin h: : :i, les seules carr�es [: : :]

existant (au plus 4) contiennent le sommet v ; alors dans le graphe G0
tous les carr�es

[: : :] contiennent au moins un sommet parmi z; t; x et y.

Par l'absurde. Supposons que dans le graphe G0
il existe un carr�e [: : :] ayant aucun

sommet commun avec les 4 pr�e-cit�es, i.e. z; t; x; et y. Aussitôt, cela implique

que d'une part celui-ci existe dans le graphe G et d'autre part que celui-ci ne

contient pas le sommet v dans G. Il y a contradiction.

Donc tous les carr�es [: : :] dans G0 ont un sommet commun avec z; t; x; et y. On

�enum�ere tous ces carr�es, mais auparavant on �enum�ere ceux de la forme : : : ; : : :. A�n

de mieux les distinguer �a la lecture, et puisque cela n'engendre pas de confusions,

les carr�es : : : ; : : : seront not�es (: : : ; : : :).

(a) Les carr�es contenant les sommets x et, ou y.

i. Les carr�es contenant le sommet x.

{ Les carr�es (: : : ; x; : : :) :

(a; z;w1; x), (a; b; j; x), (b; c; i; x), (c; t;w4; x), (t; y; f; x), (z; y; d; x)

{ Les carr�es (x; : : : ; : : :) :

(x; z; a; y), (x; y; z; t), (x; f ; c; y), (x; c; b; t), (b; x; a; c), (a; x; b; z)

ii. Idem pour le sommet y.

(b) Les carr�es contenant les sommets z et t.

i. Supposons que dans le graphe G, x; y 2 Xsup6. Clairement dans G0, on a

x; y 2 Xsup6. Puisque l'appartenance �a l'ensemble Xsup6 des 2 sommets z

et t, ne change pas entre G et G0, cela signi�e qu'il n'y a pas de nouveau

carr�e [: : :] les contenant dans G0
. En d'autres termes, il n'existe pas dans

G0
de carr�e [: : :] (avec z ou t) n'existant pas dans G.
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ii. Supposons dgG(z) = dgG(t) = 5. On �enum�ere les carr�es : : : ; : : : contenant

ces 2 sommets.

A. Les carr�es contenant le sommet z.

{ Les carr�es (: : : ; z; : : :) :

(w1; w2; p; z), (a; w1; j; z), (a; x; b; z), (x; y; z; t), (y; d; z; e), (w2; d; z; g)

{ Les carr�es (z; : : : ; : : :) :

(z; w1;w2; a), (z; w2;w1; d), (z; d; y; w2), (z; y; d; x), (z; x; a; y), (z; a; x; w1)

B. Idem pour le sommet t.

iii. On laisse au lecteur l'�enum�eration des carr�es dans les 2 cas restants ; c'est-

�a-dire quand dgG(z) = 5, t 2 Xsup6 et dgG(t) = 5, z 2 Xsup6. Ces 2 cas

�etant une combinaison des 2 cas �etudi�es pr�ec�edemments, i.e. 1(b)i et 1(b)ii.

A la suite de cette �enum�eration, il apparâ�t que les seuls carr�es [: : :] du graphe G0

(au plus 5) pouvant exister sont les suivants,

[a; z ;w1; x]; [c; t ;w4; x]; [z; d ;w2; y]; [t; f ;w3; y]; [x; y; z; t]:

On applique alors la transformation diagonale sur l'arête (x; y) du graphe G0, on

note G00
ce nouveau graphe ; i.e. G00

= D(x; y). Alors, dgG00(x) = dgG00(y) = 5. Cela

implique que les cinq derniers carr�es [: : :] pr�ec�edents sont �elimin�es (dans le sens o�u

ils ne sont plus de type [: : :]). On recherche alors si, entre le graphe G0
et le graphe

G00, la transformation D a engendr�e de nouveaux carr�es [: : :].

Par d�e�nition de la transformation diagonale, seuls quatre sommets ont leur (pre-

mier) voisinage modi��e. Ainsi, les nouveaux carr�es dans le graphe G00 par rapport

�a ceux dans le graphe G0, s'ils existent, ne peuvent être que parmi les suivants :

(x; z ; a; t), (z; y ; d; t), (x; t ; c; z), (t; y ; z; f). Clairement, aucun de ces quatre carr�es

n'est de type [: : :] puisque,

dgG00(a) = dgG00(d) = dgG00(f) = dgG00(c) = 5:

On peut donc a�rmer que dans le graphe G00
, il n'existe plus de carr�e de type [: : :] ;

i.e. le graphe G00
est soit A soit B.
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On montre que G00
est non A. Supposons que dgG(z) = i et dgG(t) = j ; alors

dgG00(z) = i + 2 et dgG00(t) = j + 2. Le graphe G �etant un graphe MPG5, cela

implique i � 5 et idem pour j. Donc dans le graphe G00
l'arête (z; t) a ses extr�emit�es

dans Xsup6. Donc G
00
est non A par d�e�nition.

En conclusion le graphe G00
poss�ede des sommets de degr�e sup�erieur �a cinq, il est

sans carr�e [: : :], et il n'est pas de type A ; par d�e�nition G00
est un graphe B.

2. Supposons dgG(v) > 8. Cette partie de la preuve, similaire �a la pr�ec�edente, est laiss�ee

au lecteur.

2

3.5 Conclusion

Ce chapitre a propos�e une partition des graphes MPG5, en trois sous-ensembles dis-

joints A, B et C, bas�ee sur l'existence ou non de carr�e [: : :]. Les graphes MPG5 avec carr�e

[: : :] sont les graphes C, les autres sont partag�es en deux sous-ensembles A et B.

Tous les graphes C poss�edent par d�e�nition un carr�e [: : :] ; donc ceux-ci d'ordre n sont

r�eductibles par T�1
�a un graphe MPG5 d'ordre n� 1. Naturellement, l'inverse est vrai :

T permet de construire les graphes C d'ordre n �a partir des graphes MPG5 d'ordre n� 1.

Les graphes A, on le verra, ont l'avantage de pouvoir être fabriqu�es directement par un

algorithme tr�es simple. Il est donc utile de les distinguer de leurs homologues sans carr�e

[: : :]. Dans la partie suivante, on montrera justement comment construire ces derniers.

On a �etabli que tout graphe B d'ordre n contenant un carr�e h: : :i �etait r�eductible

par (T 0)�1 �a un graphe MPG5 d'ordre n � 1. Ceci �etant, l'existence d'un tel carr�e n'est

pas prouv�ee ; de fait, dans la partie suivante, on verra que certains graphes de type B

n'en contiennent aucun ; on donnera alors une autre caract�erisation, plus f�econde, de ces

graphes B non r�eductibles par la bascule-contraction (T 0)�1.
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Deuxi�eme partie

G�en�erer les graphes MPG5
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Chapitre 1

Construire les graphes A

Dans ce chapitre on fournit un algorithme pour g�en�erer les graphes A. On donne aussi

quelques propri�et�es sur ces graphes. En utilisant ces propri�et�es on d�ecrit le �ls d'un graphe

A par l'explosion T . Ce �ls est dit de type AT . Dans la suite ces deux types de graphes ainsi

que les propri�et�es pr�esent�ees dans ce chapitre seront employ�es �a la preuve d'un algorithme

con�cu pour construire tous les graphes MPG5.

Rappel On s'int�eresse seulement aux graphes MPG5 connexes tels que jXsup6j > 0:

1.1 Propri�et�e caract�eristique des graphes A

La d�e�nition des graphes A de la page 50 utilise la notion de distance entre sommets

et celle du i�eme-voisinage not�e N i est d�ecrite �a partir de celle de la distance d(: : :). On

pr�esente ici une propri�et�e caract�eristique des graphes A li�ee �a la notion de i�eme-voisinage.

Th�eor�eme 4 Soit G un graphe MPG5 d'ordre n. Les deux conditions suivantes sont

�equivalentes :

(i) G est de type A.

(ii) 9x 2 Xsup6 tel que
�
N(x)[N2(x)

�
� Xinf6.

Preuve

(ii)) (i) On va montrer de mani�ere constructive que si dans un graphe MPG5 il existe

un sommet x de l'ensemble Xsup6 qui v�eri�e (ii) alors ce graphe est de type A.
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x

Fig. 35 - Exemple : premi�ere �etape, k = 7.

Soit G un graphe MPG5 et un sommet x 2 Xsup6 de degr�e k, v�eri�ant (ii). On se

propose de fabriquerG en trois �etapes. On construit la roue de centre x et comportant

k sommets sur la face ext�erieure. Sur la �gure 35, on a donn�e un exemple avec k = 7.

Pour l'instant, les sommets situ�es sur la face ext�erieure de la roue sont de degr�e 3.

Par hypoth�ese, on doit avoir N(x) � Xinf6. En cons�equence, il faut rajouter deux

arêtes pour chaque sommet de N(x) de mani�ere �a ce que tous ces sommets soient

�nalement de degr�e cinq. Le fait que le graphe G soit par hypoth�ese MPG5 et

N(x) � Xinf6 implique l'�egalit�e suivante

jN(x)j = jN2
(x)j = k;

voir �gure 36. Maintenant tous les k sommets de N2(x) ont un degr�e quatre.

Par hypoth�ese, on doit avoir N2(x) � Xinf6: Donc entre le second et le troisi�eme

voisinage de x il faut rajouter exactement une arête pour chaque sommet de N2
(x).

De ce fait, le troisi�eme voisinage doit être constitu�e d'un unique sommet, not�e y.

Celui-ci a un degr�e k puisque jN2(x)j = k ; d'autre part Nw(x) = ; pour w > 3.

On a donc montr�e que s'il existe, dans un graphe MPG5, un sommet x 2 Xsup6 qui

v�eri�e la condition (ii) alors ce graphe est de type A. On a pr�esent�e le graphe A avec

k = 7 sur la �gure 37.

(i)) (ii) Il faut montrer que si le graphe G est A alors il existe un sommet x de l'ensemble

Xsup6 qui v�eri�e (ii).

En e�et, dans ce cas, tout sommet de Xsup6 a par d�e�nition son premier et son

second voisinage inclus dans l'ensemble Xinf6 ; autrement dit, la condition (ii) est

v�eri��ee par tout sommet de l'ensemble Xsup6, donc a fortiori par un sommet.

2

Du th�eor�eme pr�ec�edent et de sa d�emonstration, on peut tirer trois corollaires dont les

preuves, �evidentes, seront laiss�ees au lecteur.

Corollaire 5 Un graphe de type A est d'ordre pair. Il a exactement deux sommets dans

l'ensemble Xsup6. Si on les note x et y, on a l'�egalit�e suivante :
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x

Fig. 36 - Exemple : deuxi�eme �etape, k = 7.

yx

Fig. 37 - Le graphe de type A avec � = 7.

�(G) =
n� 2

2
= dg(x) = dg(y):

(�(G) repr�esente le plus grand degr�e du graphe G.)

Corollaire 6 Soit G le plus petit graphe de type A. G est d'ordre 14, et �(G) = 6.

Corollaire 7 Tous les graphes de type A de même ordre sont isomorphes.

Remarque Dans [Rol96], nous avons donn�e un algorithme simple qui colore tout graphe

de type A avec 4 couleurs.

L'algorithme 38 utilise le proc�ed�e constructif de la preuve pr�ec�edente a�n de g�en�erer

un graphe de type A avec n = (2� k) + 2 sommets.

1.2 Graphes AT

On d�e�nit la structure des �ls d'un graphe de type A par l'explosion T .

D�e�nition 8 Un graphe est de type AT si et seulement si il existe un carr�e s = [: : :] tel

que T�1(s) est un graphe A.

On donne la structure g�en�erale d'un graphe AT
sur la �gure 39, o�u

8x 2 X � fa; b; y; z; tg; x 2 Xinf6
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Entr�ee : Un entier k > 5.

Sortie : Un graphe A d'ordre n = 2(k + 1).
Nom : G�en�erer le graphe A (k)

(1) D�ebut

(2) Soient x et y deux sommets

(3) Soit (x1; x2; : : : ; xk) la liste des sommets

(4) dans le sens indirect de la roue de centre x
(5) Soit (y1; y2; : : : ; yk) la liste des sommets

(6) dans le sens direct de la roue de centre y

(7) Pour i 1 �a (k � 1) Faire
(8) Ajouter arêtes (xi; yi), (xi; yi+1)

(9) Fin Pour

(10) Ajouter arêtes (xk; yk), (xk; y1)
(11) Fin

ALG. 38 - Construire un graphe de type A.
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Fig. 39 - Structure d'un graphe AT .
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Fig. 40 - Exemple de deux graphes AT de même ordre mais non isomorphes.

Puisque le plus petit graphe de type A poss�ede 14 sommets, le plus petit graphe AT

est d'ordre 15. On peut v�eri�er �a la main qu'il est l'unique graphe MPG5 d'ordre 15.

Des propri�et�es des graphes A d�ecoulent quelques propri�et�es (imm�ediates) des graphes

AT .

Soit G0
un graphe AT

d'ordre n0. On utilise la notation de la �gure 39.

1. Le nombre de sommets n0 de G0 est impair et �(G0) =
n0�3
2 .

2. dg(a) = dg(b) = 6 et dg(z) + dg(t)� 4 = dg(y) = �(G0).

3. Pour n0 > 15, il existe un seul sommet de degr�e � =
n0�3
2 ; sur la �gure 40 c'est le

sommet y de degr�e 8.

On peut v�eri�er �a la main que pour n0 = 15, on a � = 6 et dg(a) = dg(b) = dg(y) =

6, les autres sommets �etant de degr�e cinq.

4. Il y a
��4
2 =

n0�11
4 graphes non isomorphes de type AT d'ordre n0. On donne les

deux graphes AT d'ordre 19 non isomorphes sur la �gure 40.

5. Dans un graphe de type AT
il y a exactement trois carr�es [: : :] ; voir �gure 39.

Pr�ecis�ement, ces trois carr�es sont les suivants :

(a) �1 = [z; t ; a; b]

(b) �2 = [y1; y2 ; a; y]

(c) �3 = [yh; yh+1 ; b; y]

6. On peut facilement distinguer le carr�e �1 des deux autres carr�es pour n0 > 15.

En e�et les deux autres carr�es not�es �2 et �3 poss�edent en commun le sommet y

qui a un degr�e �egal �a � =
n0�3
2 . Puisqu'il n'existe qu'un unique sommet de degr�e �

pour n0 > 15, on peut facilement identi�er �1.
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7. Pour n0 = 15, les trois carr�es �1; �2 et �3, sont transform�es par T�1
en le même

graphe : le plus petit type A.

8. Pour n0 > 15, on peut v�eri�er les propri�et�es suivantes :

(a) T�1
(�1) est un graphe A.

(b) Les deux graphes T�1
(�2) et T�1

(�3) sont de type C. En e�et puisque n0 > 15

(et donc que dg(y) > 6), le graphe G0
= T�1

(�2) (resp. G0
= T�1

(�3)) contient

le carr�e �3 (resp. �2). On pourra aussi v�eri�er que les deux graphes T�1
(�2) et

T�1
(�3) sont isomorphes.

On d�e�nit un graphe de type AT
unique pour un ordre impair sup�erieur �a quinze.

Parmi tous les graphes AT
d'ordre sup�erieur �a 15, il est utile de distinguer en particu-

lier :

D�e�nition 9 Soit n0 > 15, AT
min(n

0) d�esigne le graphe AT d'ordre n0 tel que jXsup6j = 4.

Remarque Avec les notations de la �gure 39, dans un graphe AT
min(n

0) tel que Xsup6 =

fz; y; a; bg; et dg(y) = �, on a dg(z) = �� 1 et dg(a) = dg(b) = 6.

Exemple Le graphe AT
min(19) est le graphe de droite sur la �gure 40.
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Chapitre 2

Etude des graphes B

On rappelle que l'on cherche �a r�eduire tout graphe B d'ordre n �a un graphe MPG5

d'ordre n� 1. Par d�e�nition de la bascule-contraction (T 0)�1 les graphes B contenant au

moins un carr�e s = h: : :i sont ainsi r�eductibles. Dans la perspective de r�eduire tous les

graphes MPG5, il faut d�e�nir formellement les graphes B ne contenant pas de tel carr�e

h: : :i. Ce chapitre va permettre de mettre en �evidence un ensemble de propri�et�es sur ces

graphes. Les propri�et�es recherch�ees devront faire apparâ�tre des outils pour la r�eduction

de ceux-ci.

2.1 Propri�et�es caract�eristiques des graphes B

Soit G un graphe de type B. Par d�e�nition le graphe G est non A, sans carr�es [: : :] et

Xsup6 est non vide.

On consid�ere (z; t) une arête du graphe G. Puisque le graphe G est MPG5, cette arête

borde deux triangles distincts. On note a et b les deux voisins communs aux deux sommets

z; t. D'autre part le graphe G est par hypoth�ese de type B, donc il n'y a pas de carr�es

[: : :]. En cons�equence, au moins un des deux sommets a et b appartient �a l'ensemble Xinf6.

Supposons dg(b) = 5.

On �enum�ere les trois cas suivant le degr�e de z et celui de t (i.e. z; t 2 Xsup6 ; z; t 2 Xinf6

et z 2 Xsup6, t 2 Xinf6)
1
, de mani�ere �a d�eterminer une propri�et�e caract�erisant les graphes

de type B.

1. Supposons z; t 2 Xsup6. Puisqu'il n'existe pas de carr�es [: : :], le voisinage du sommet

z peut être d�ecrit dans le sens indirect par la liste suivante :

N(z) = (y1; b; t; a; y2; y3; : : : ; ydg(z)�3)

1: Le cas t 2 Xsup6, z 2 Xinf6 est sym�etrique au cas z 2 Xsup6, t 2 Xinf6.
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Fig. 41 - Triangle form�e de sommets de l'ensemble Xsup6 au sein d'un graphe B.

o�u les sommets y1; y2 et y3 appartiennent �a l'ensemble Xinf6 ; voir �gure 41. On

montre maintenant que sous ces hypoth�eses, il existe dans N(z) \ Xsup6 au moins

un sommet autre que t et a ; i.e. on veut montrer que

jN(z)\Xsup6j � 3:

Par l'absurde. Supposons qu'entre les sommets y3 et y1 dans le sens indirect, il

n'existe pas de sommets qui appartiennent �a l'ensemble Xsup6 ; c'est-�a-dire,

8q 2 [1; dg(z)� 3], yq 2 Xinf6:

On d�ecrit le second voisinage de z parN2(z) = (w1; : : :wk), de mani�ere �a ce que

les deux sommets wi; z (respectivement w1; z) soient les deux voisins communs

�a b et t (resp. �a y2 et a).

On consid�ere alors le sous-grapheG0 induit par les sommets de l'ensembleN(z)[

N2
(z). Le sous-graphe G0

correspond au graphe de la �gure 41 en retirant

toutefois le sommet �. On note alors V l'ensemble des sommets wp avec p 2

[1; i]. Les sommets wp
sont situ�es �a l'int�erieur de l'ensemble en pointill�es gras

de la �gure 41.

Puisque par hypoth�ese les sommets b et yq avec q 2 [1; dg(z)�3] appartiennent

�a l'ensemble Xinf6, chaque sommet de l'ensemble V a un degr�e quatre dans le

graphe G0.

Dans le graphe G, les sommets wp
doivent être de degr�e cinq ; en e�et, car s'il
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existe un sommet wp
tel que wp 2 fV \ Xsup6g alors le graphe G contient le

carr�e [: : : ;wp; z].

Donc �a partir du graphe G0
, chaque sommet de l'ensemble V se voit ajouter

exactement un voisin dans le graphe G. Par triangulation ce sommet, not�e �,

doit être unique pour tous les sommets de l'ensemble V .

L'�etape pr�ec�edente a consist�e �a placer les arêtes (wp; �) avec p 2 [1; i]. Pour le

moment, z �etant dans l'ensemble Xsup6, on a i � 5, donc dg(�) � 5 (cf. �gure

41).

A�n d'enfermer les sommets w1
et wi

de mani�ere �a ce qu'ils soient tous deux

de degr�e cinq dans le graphe G, il faut ajouter les arêtes (wi+1; �) et (wk; �) ;

car, sinon, il apparâ�t les carr�es [y2; a ; z; w1
] et [b; t ; z; wi

].

Ces deux arêtes (wi+1; �) et (wk; �) sont di��erentes : en e�et, si wi+1
= wk

, alors

dg(t) = dg(a) = 5 et il y a contradiction puisque par hypoth�ese a; t 2 Xsup6.

De cette derni�ere remarque, dg(�) � 6, i.e. � 2 Xsup6. Le graphe courant

contient d�es lors les deux carr�es suivants :

[wi; wi+1
; t; �] et [w1; wk

; a; �]:

Il y a une contradiction puisque par hypoth�ese le graphe est B et donc sans

carr�e [: : :].

On a ainsi montr�e que s'il existe une face vide z; t; a 2 Xsup6 alors le sommet z

poss�ede au moins trois voisins dans l'ensemble Xsup6. C'est-�a-dire jN(z)\Xsup6j � 3.

Ce r�esultat est imm�ediatement applicable sur les deux autres sommets a et t. C'est-

�a-dire que pour chacun de ces trois sommets z, t et a, il existe au moins un autre

sommet dans leur premier voisinage et dans l'ensemble Xsup6. Pr�ecis�ement,

8s 2 fz; t; ag, jN(s)\Xsup6j � 3:

Remarque Puisque le graphe G est de type B, le premier voisinage du sommet

a (resp. t), en utilisant les pr�ec�edentes notations, est tel que les sommets y2; w1

et wj+1; wj
(resp. wj ; wj�1

et wi; b) appartiennent �a l'ensemble Xinf6 ; voir �gure

42. Cela implique qu'il n'existe pas de graphes de type B contenant deux triangles

compos�es de sommets de l'ensemble Xsup6 ayant une arête commune. Cela est naturel

puisque deux triangles d�e�nis ainsi forment un carr�e [: : :].
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Fig. 42 - Premier voisinage d'un triangle form�e de sommets de l'ensemble Xsup6 au sein

d'un graphe B

2. Supposons z 2 Xsup6 et t 2 Xinf6. Il y a deux cas.

(a) Supposons que le premier voisinage du sommet z dans le sens indirect puisse

s'�ecrire par la liste suivante,

N(z) = (: : : ; b; t; a; x1; : : :);

avec le sommet x1 2 Xsup6. Ce cas est analogue au cas 1. Car on a alors un

triangle vide z; a; x1 dans le graphe G, tel que les trois sommets appartiennent

�a l'ensemble Xsup6.

(b) Supposons que le premier voisinage du sommet z dans le sens indirect puisse

s'�ecrire par la liste suivante,

N(z) = (b; t; a; y1; y2; : : : ; ydg(z)�3);

avec y1; y2 2 Xinf6 ; voir la �gure 43. On veut montrer qu'avec ces descriptions,

il existe au moins un autre sommet di��erent du sommet a dans N(z)\Xsup6 ;

c'est-�a-dire,

jN(z)\Xsup6j � 2:

Par l'absurde. Supposons que, dans le sens indirect, entre les sommets y2

et b, il n'existe pas de sommets qui appartiennent �a l'ensemble Xsup6 ; en

d'autres termes, que

8q 2 [1; dg(z)� 3], yq 2 Xinf6:
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Fig. 43 - Une arête de H dans un graphe B.

On d�ecrit le second voisinage de z dans le sens indirect par N2
(z) =

(w1; : : :wk
), de fa�con que les deux sommets wi; z (resp. w1; z) soient les

deux voisins communs �a b et t (resp. �a y1 et a).

On consid�ere alors le sous-graphe G0
induit par les sommets de N(z) [

N2(z). On note V l'ensemble des sommets wp avec p 2 [1; i] ; ces sommets

sont dans l'ensemble en pointill�es gras de la �gure 43.

Tous les sommets de V ont d'une part un degr�e quatre dans le graphe G0
,

puisque les sommets b et yq (q 2 [1; dg(z)� 3]) appartiennent �a l'ensemble

Xinf6 et d'autre part un degr�e cinq dans le graphe G, car sinon s'il existait

un sommet wp
�a la fois dans l'ensemble V et dans l'ensemble Xsup6 il y

aurait un carr�e [: : : ; z; wp].

Donc il existe un sommet �, tel que 8p 2 [1; i], (wp; �) est une arête du

graphe G et z �etant dans l'ensemble Xsup6, on a i � 5, donc dg(�) � 5.

A�n d'enfermer les sommets w1
et wi

de mani�ere �a ce qu'ils soient tous

deux de degr�e cinq, on doit ajouter les arêtes (wi+1; �) et (wk; �). L'ajout

de ces deux arêtes implique dg(�) � 6.

Puisque � 2 Xsup6, on a le carr�e [w1; wk
; a; �].

Il y a une contradiction puisque par hypoth�ese le graphe G est de type B

et donc sans carr�es [: : :].

Donc sous les hypoth�eses 2b, il existe dans N(z)\Xsup6 au moins un sommet

distinct de a ; pr�ecis�ement,

jN(z)\Xsup6j � 2:
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Remarque Les sommets a et z jouent le même rôle : le sommet a poss�ede lui

aussi la propri�et�e jN(a)\Xsup6j � 2. On peut d�es lors conclure que dans un graphe

H , i.e. le sous-graphe induit par les sommets de l'ensemble Xsup6 d'un graphe B, il

n'existe pas de sommets pendants. En d'autres termes, soit G un graphe de type B,

6 9x 2 Xsup6, dgH(x) = 1:

3. Supposons z; t 2 Xinf6. Il y a deux cas :

(a) N(a)\Xsup6 6= ;. Ce cas se ram�ene soit au cas 1 soit au cas 2b.

(b) N(a)\Xsup6 = ;. Puisque par hypoth�ese il n'existe pas de carr�es [: : :], le second

voisinage du sommet a doit être inclus dans l'ensemble Xinf6. En e�et, suppo-

sons qu'il existe un sommet � dans N2(a) \Xsup6. On a alors imm�ediatement

le carr�e [z; t ; a; �].

De cette derni�ere remarque, on tire :

�
N(a)[N2

(a)
�
� Xinf6:

On utilise alors le th�eor�eme 4 de la page 61. Puisqu'il existe un sommet de

Xsup6 avec son premier et son second voisinage inclus dans l'ensemble Xinf6,

le graphe est A. Il y a contradiction, puisque par hypoth�ese le graphe G est de

type B ; et donc par d�e�nition non A.

Ainsi dans un graphe B, il n'existe pas de sommets de Xsup6 avec son premier

voisinage dans Xinf6. Cela peut être traduit de la mani�ere suivante : le graphe

H ne contient pas de sommets isol�es. En d'autres termes, soit G un graphe de

type B,

6 9x 2 Xsup6, dgH(x) = 0:

De cette �enum�eration on tire de mani�ere imm�ediate une propri�et�e int�eressante des

graphes de type B (pour les notations se reporter �a la �gure 44) :

Lemme 10 Soit G un graphe de type B tel que, pour tout sommet x 2 Xsup6 la liste du

premier voisinage de x s'�ecrive dans le sens indirect,

N(x) =
�
(x1; y11; : : : ; y

1
j1
); : : : ; (xi; yi1; : : : ; y

i
ji
); : : : ; (xk; yk1 ; : : : ; y

k
jk
)

�
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Fig. 44 - Voisinage d'un sommet x 2 Xsup6 dans un graphe B.

Alors, les trois assertions suivantes sont v�eri��ees :

1. k = dgH(x) � 2 ;

2. 8i 2 [1; k], xi 2 Xsup6, y
i
q 2 Xinf6, q 2 [1; ji], et ji � 0 ;

3. Si 9i 2 [1; k] tel que ji = 0 alors

(a) Si (i 6= 1) et (i 6= k) alors ji�1 > 0 et ji+1 > 0.

(b) Si i = 1 alors jk > 0 et j2 > 0.

(c) Si i = k alors jk�1 > 0 et j1 > 0.

La troisi�eme assertion de ce lemme est justi��ee par le fait que dans un graphe de type

B, il n'existe pas de carr�e [: : :].

Dans la suite de ce chapitre on va montrer que tous les graphes de type B peuvent être

vus comme un certain assemblage de certains sous-graphes not�es M3, M
vide
3 , M4 et M5.

Le lemme suivant va nous permettre de pr�eciser les valeurs possibles pour ji, et de

d�e�nir les quatre sous-graphes en question.

Lemme 11 Soit G un graphe B et x un sommet de Xsup6 alors,

8i 2 [1; dgH(x)] ; ji = f0; 2; 3g

Preuve Avec les notations du lemme pr�ec�edent, on �enum�ere toutes les valeurs pos-

sibles de ji en consid�erant cinq cas (0; 1; 2; 3;> 3). Soit i 2 [1; dgH(x)] :

1. Supposons ji = 0. On noteMvide
3 le triangle vide d�elimit�e par les sommets x; xi; xi+1

de Xsup6. A la suite de la description du premier cas de la page 67, on a
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8s 2
n
x; xi; xi+1

o
, k = dgH(s) � 3

2. Supposons ji = 1. Il existe un carr�e [: : :], lequel, avec la notation de la �gure 44 est
�
x; yi1 ; x

i; xi+1
�
:

Il y a contradiction puisque par hypoth�ese le graphe courant est B. En cons�equence

dans un graphe B, pour aucun sommet x 2 Xsup6, il n'existe d'indice i 2 [1; dgH(x)]

avec ji = 1.

3. Supposons ji = 2. Pour plus de lisibilit�e on donne la �gure 45 illustrant le voisinage

du sommet x.

Puisque par hypoth�ese le graphe G est de type B, il n'y a pas de carr�es [: : :], donc

les sommets yi1; y
i
2; a; b; c; e sont dans Xinf6. Cette remarque explique une partie de

la topologie de la �gure 45. On va commenter le reste de cette même �gure.

Soit G un graphe de type B contenant le sous-graphe G0 dessin�e sur la �gure 45.

Selon les degr�es de d et f , on a :

(a) Supposons d; f 2 Xinf6. Dans le graphe G
0, on a l'�egalit�e dgG0(d) = dgG0(f) = 4.

Donc il existe un sommet � tel que les arêtes (d; �), (f; �) appartiennent au

graphe G.

En outre, si l'on veut enfermer les deux sommets d et f sans remettre en cause

l'hypoth�ese sur leurs degr�es, les arêtes (xi+1; �) et (xi; �) doivent appartenir

elles aussi au graphe G. Maintenant dg(�) = 4 ; voir �gure 46.

On montre que le sommet �, ainsi d�e�ni, doit appartenir �a l'ensemble Xsup6.

Par l'absurde. Pour le moment dgG0(�) = 4, de mani�ere �a obtenir dgG(�) = 5,
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Fig. 47 - M4.

il existe dans le graphe G un sommet � ainsi que les arêtes (�; �), (xi+1; �)

et (xi; �). Les trois arêtes ajout�ees cr�eent le carr�e [�; � ; xi+1; xi]. Il y une

contradiction car par hypoth�ese le graphe G est de type B, et donc sans

carr�e [: : :].

Donc � 2 Xsup6 et on a un cycle �el�ementaire de longueur 4, form�e de quatre

sommets de Xsup6. Ce motif est d�esign�e par M4 ; il comporte huit sommets de

degr�e cinq �a l'int�erieur du cycle �el�ementaire. On a donn�e un dessin de ce motif

sur la �gure 47.

(b) Supposons d 2 Xsup6 et f 2 Xinf6 (o�u f 2 Xsup6 et d 2 Xinf6 est le cas

sym�etrique). On d�ecrit le voisinage du sommet d dans le sens indirect par la

liste suivante : N(d) = (xi+1; a; e; f; d1; : : : ; dq).

On a donc le carr�e [f; d1 ; d; xi] ; voir �gure 48. Il y a contradiction puisque par

hypoth�ese G est B.

(c) Supposons d; f 2 Xsup6. On a un cycle �el�ementaire de longueur 5, form�e par des

sommets de l'ensemble Xsup6. Ce motif est appel�e M5 ; il comporte six sommets

de degr�e cinq �a l'int�erieur du cycle �el�ementaire ; voir �gure 49.
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Fig. 49 - M5.

4. Supposons ji = 3. Sur la �gure 50, on a repr�esent�e localement autour du sommet

x, la structure d'un graphe de type B tel que ji = 3. Construisons cette �gure. On

note G0 le sous-graphe de G, dessin�e �gure 50.

Puisqu'il n'y a pas de carr�es [: : :], les sommets yi1; y
i
2; y

i
3; a; b; c; d; e sont dans Xinf6.

Il y a plusieurs cas suivant dg(f).

(a) Supposons f 2 Xinf6. Dans le graphe G
0
le sommet f est de degr�e cinq. Donc
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Fig. 50 - Chemin de longueur deux dans H et ji = 3.
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Fig. 51 - M3.
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dans le graphe d'origine G, il existe une arête (xi; xi+1) qui enferme f . On a

alors un cycle �el�ementaire de longueur trois, form�e de sommets de l'ensemble

Xsup6. On note M3 ce motif, il comporte neuf sommets de l'ensemble Xinf6 �a

l'int�erieur ; voir �gure 51.

Remarque Le graphe de la �gure 51 est isomorphe �a celui de la �gure 23

de la page 44 : c'est le plus petit graphe MPG5.

(b) Supposons f 2 Xsup6. On a le motif M4 d�ej�a d�e�ni pr�ec�edemment.

5. Supposons ji > 3. Sur la �gure 52 on a dessin�e localement autour du sommet x la

structure d'un graphe B tel que ji > 3. On commente la construction de cette �gure ;

suivant notre notation, pour tout j 2 [1; ji], y
i
j 2 Xinf6.

Par hypoth�ese il n'y a pas de carr�es [: : :]. On contruit le voisinage de x entre xi, xi+1

dans le sens indirect de mani�ere progressive.

Pour �eviter les carr�es [yiq; y
i
q+1 ; x; : : :] avec q 2 [1; ji� 1] il doit exister des sommets

not�es aq deXinf6, tels que pour chaque valeur de q le sommet aq est le voisin commun

des sommets yiq et y
i
q+1 dans N

2(x). Voir �gure 52.

aq �etant de Xinf6, il existe alors un unique sommet � tel que (aq; �) soit une arête

de G.
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En�n, pour conserver dans l'ensemble Xinf6 les sommets yi1; y
i
ji
et a1; aji�1 (ce qui

permet d'�eviter l'apparition des carr�es [: : : ; xi; a1] et [: : : ; x
i+1; aji�1]), on les en-

ferme par deux nouveaux sommets b; c. On doit alors rajouter les arêtes suivantes,

(xi; b); (yi1; b); (a1; b); (�; b) et (x
i+1; c); (yiji; c); (aji�1; c); (�; c):

Cet ajout implique dg(�) � 5.

Pour �eviter l'apparition des carr�es [yi1; x
i
; x; b] et [xi+1; yiji ; x; c]; on doit enfermer

les deux sommets b et c. Cela implique l'existence d'un sommet � tel que les arêtes

(�; b), (�; xi), (�; �) soient des arêtes du graphe G.

L'ajout de ces trois arêtes implique dgG(�) � 6. En cons�equence ces trois arêtes

cr�eent le carr�e [�; b ; xi; �].

Il y a contradiction, car par hypoth�ese le graphe est B ; donc ne poss�ede aucun carr�e

[: : :].

En conclusions dans un graphe G de type B, il n'existe pas de sommet x dans Xsup6

tel que 9i 2 [1; dgH(x)] avec ji > 3.

2

La d�emonstration du lemme 11 a fait intervenir quatre motifs not�es M5, M4, M3 et

Mvide
3 . R�ecapitulons leurs d�e�nitions :

D�e�nition 12 Un motif Mvide
3 est une face triangulaire compos�ee de trois sommets ap-

partenant �a l'ensemble Xsup6. En parcourant les sommets de la face externe d'un motif

Mvide
3 , les degr�es sont 2, 2, 2.

D�e�nition 13 Un motif M3 est un motif compos�e d'une face externe de longueur trois, et

d'une face interne enti�erement triangul�ee comportant exactement neuf sommets de degr�e

cinq. En parcourant les trois sommets de la face externe les degr�es sont 5, 5, 5 ; voir �gure

51.

D�e�nition 14 Un motif M4 est un motif compos�e d'une face externe de longueur quatre,

et d'une face interne enti�erement triangul�ee et comportant exactement huit sommets de

degr�e cinq. En parcourant, avec une orientation du plan, les quatre sommets de la face

externe, les degr�es sont 4, 5, 4, 5 ; voir �gure 47.

D�e�nition 15 Un motif M5 est un motif compos�e d'une face externe de longueur cinq,

et d'une face interne enti�erement triangul�ee comportant exactement six sommets de degr�e
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Fig. 53 - Exemple de graphe H.

cinq. En parcourant les cinq sommets de la face externe les degr�es sont 4, 4, 4, 4, 4 ; voir

�gure 49.

D�e�nition 16 Deux motifs sont dits contigus si et seulement si ils ont au moins une

arête e de leurs faces ext�erieures en commun. Dans ce cas on dit que l'arête e distingue

deux motifs.

Dans la suite, quand on parlera de coin, on sous-entendra coin d'une face de H.

Exemples On donne sur la �gure 53 un exemple de plusieurs motifs contigus et non

contigus. Le motif a est contigu aux motifs b; c et f . L'arête 5 distingue le motif a du motif

b. En revanche le motif a n'est pas contigu �a e et �a d. Les motifs c et e (resp. b et d) ne

poss�edent qu'un sommet en commun, ils ne sont donc pas contigus.

Dans la �gure 44, x3; x; x2, x2; x; x1 forment des coins ; en revanche, pour k > 3,

xk; x; x2 ne forment pas de coin.

Th�eor�eme 17 Soit G un graphe MPG5. Les deux conditions suivantes sont �equivalentes :

(i) Le graphe G est de type B.

(ii) 1. Xsup6 6= ;

2. 8x 2 Xsup6, et 8i 2 [1; k] on a d'une part k = dgH(x) � 2 et d'autre part

xi; x; xi+1 forme un coin des motifs suivants :

(a) M3 ou M4 ou M5 ou

(b) Mvide
3 avec chacun des trois côt�es bord�es par un des trois motifs pr�ec�edents.

Preuve

(i)) (ii) Clairement si le graphe G est de type B alors Xsup6 6= ;. D'autre part depuis le

d�ebut de ce chapitre on a montr�e que si le graphe G est de type B alors la condition

(ii) est vraie.
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(i)( (ii) On doit montrer que sous les hypoth�eses, le graphe G est tel que :

1. Xsup6 6= ;.

2. Il n'existe pas de carr�es [: : :].

3. G est non A.

Par hypoth�ese, Xsup6 6= ;. Soit x un sommet de Xsup6, et xi; xi+1 deux voisins

cons�ecutifs de x dans H .

Le coin x; xi; xi+1 v�eri�e la clause (ii):2.Ce qui interdit l'existence des carr�es [x; : : : ; : : :]

ainsi que celle des carr�es [: : : ; x; : : :]. En cons�equence il n'existe pas de carr�es du

type [: : :] comportant le sommet x dans le graphe G. Cela �etant v�eri��e pour tous les

sommets de l'ensemble Xsup6, il vient qu'il n'existe pas de carr�es [: : :] dans le graphe

G.

En�n puisque par hypoth�ese, pour tous les sommets x de l'ensemble Xsup6,

dgH(x) � 2;

le graphe G ne peut pas être de type A. Par d�e�nition un graphe MPG5 avec

Xsup6 6= ;, sans carr�e [: : :] et non de type A, est de type B ; donc le graphe G est de

type B.

2

Remarque Soit G un graphe B. Le graphe G est un assemblage de sous-graphes

M3;M4;M5 et Mvide
3 respectant le th�eor�eme 17. On consid�ere le sous-graphe H induit

par les sommets de Xsup6. Si le graphe H est connexe alors H est un pavage du plan par

les cycles �el�ementaires de longueur trois, quatre et cinq (cf. la �gure 54).

A cet e�et, le th�eor�eme suivant montre que le sous-graphe H d'un graphe B induit par

les sommets appartenant �a l'ensemble Xsup6 est connexe.

2.2 Le sous-graphe H induit par Xsup6 dans un graphe B est

connexe

Th�eor�eme 18 H est connexe.

Preuve Par l'absurde. Supposons que H soit constitu�e de f > 1 composantes connexes,

not�ees H1, H2, : : : Hf .
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Fig. 54 - Exemple de graphe H. (2).

Puisque le graphe G est de type B, par le th�eor�eme pr�ec�edent 8x 2 Xsup6, d'une part

k = dgH(x) � 2 et d'autre part 8i 2 [1; k]; xi; x; xi+1 forme un coin des motifs suivants :

1. M3 ou M4 ou M5 ou

2. Mvide
3 avec chacun des trois côt�es bord�es par un des trois motifs pr�ec�edents.

Donc une quelconque face ext�erieure d'une composante Hj avec j 2 [1; f ] ne peut être

que de longueur trois, quatre, ou cinq.

D'autre part, puisque le graphe est sans carr�e [: : :], pour chaque composante connexe

Hj , cela signi�e que dans G il existe des ceintures de sommets appartenant �a l'ensemble

Xinf6 enveloppant et s�eparant chacune des composantes de mani�ere �a les s�eparer dans H .

Chaque ceinture d'une composante doit avoir la propri�et�e qu'elle n'engendre pas de carr�es

avec les autres composantes qui lui sont voisines dans H .

Soit Hj une composante connexe du sous-graphe H , tel que j 2 [1; f ]. On peut alors

proc�eder de mani�ere �enum�erative sur la composante Hj , en �etudiant les trois possibilit�es

de longueur de sa face externe ; i.e. soit de longueur 3, 4 ou 5.

Supposons que la composante Hj poss�ede une face ext�erieure de longueur trois. De

mani�ere �a ne pas engendrer de carr�e [: : :], la composante Hj doit être entour�ee dans G de

neuf sommets de degr�e cinq ; voir �gure 55. Le sous-graphe induit par ces neuf sommets

est isomorphe au sous-graphe induit par les neuf sommets de degr�e cinq d'un motif M3.

Cela implique que dans le graphe G, le sous-graphe correspondant �a Hj en ajoutant

cette ceinture de neuf sommets de degr�e cinq est une composante connexe du graphe G. En

d'autres termes, que le graphe G n'est pas connexe. Il y a contradiction car par hypoth�ese

le graphe G est connexe.
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Fig. 55 - Composante de H avec une face externe de longueur trois.

Fig. 56 - Composante de H avec une face externe de longueur quatre.

Remarque En ce qui concerne les longueurs 4 et 5 les d�emonstrations, similaires, sont

laiss�ees au lecteur, qui pourra s'aider des �gures 56 et 57.

Donc il ne peut pas y avoir plusieurs composantes dans H ; en cons�equence le graphe

H est connexe. 2

Fig. 57 - Composante de H avec une face externe de longueur cinq.
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Chapitre 3

Une premi�ere m�ethode pour

construire tous les graphes MPG5

d'ordre n �x�e

Dans ce chapitre, on propose un premier proc�ed�e de fabrication de tous les graphes

MPG5 d'ordre n �x�e. Ce proc�ed�e utilise uniquement les transformations T et T�1.

On va construire it�erativement et par ordre croissant, de l'ordre quatorze jusqu'�a l'ordre

d�esir�e, tous les graphes MPG5 par l'application des transformations T et T�1.

L'ensemble des graphesMPG5 a �et�e partitionn�e en trois sous-ensembles disjoints not�es

A, B, et C. On devra donc montrer qu'�a partir du graphe MPG5 d'ordre quatorze il est

toujours possible de fabriquer tous les graphes de chacun de ces trois sous-ensembles.

On va proposer la d�emonstration r�eciproque ; on va montrer qu'�a partir d'un graphe

de chacun de ces sous-ensembles, par un nombre �ni d'application des transformations T

ou T�1
, on peut toujours r�eduire l'ordre du graphe courant ; voir �gure 58.

Dans un premier temps, on traite le cas des graphes B.

3.1 Construire les graphes B par T et T�1

Dans cette section on montre que pour tout graphe B d'ordre n on peut faire corres-

pondre un graphe C d'ordre n en utilisant T et T�1. Dans cette perspective on pr�esente

la propri�et�e suivante,
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Fig. 58 - R�eduction d'un graphe MPG5 dans le graphe MPG514.

Corollaire 19 Soit G un graphe de type B. Il existe un sommet x 2 Xsup6 et un indice

i 2 [1; dgH(x)] tel que

ji = f2; 3g:

Preuve Dans un premier temps on d�emontre le r�esultat interm�ediaire suivant : soit G

un graphe de type B et x un sommet dans Xsup6 tel que 8i 2 [1; dgH(x)], ji = 0, alors

dgH(x) = 2.

{ Par le th�eor�eme 17, d'une part dgH(x) � 2 et d'autre part 8i 2 [1; dgH(x)] les arêtes

(x; xi), (x; xi+1) et (xi; xi+1) distinguent le motif Mvide
3 d'un motif M3, M4 ou M5.

En cons�equence dgH(x) = 2.

Maintenant on propose de d�emontrer le corallaire par l'absurde. Soit G un graphe

de type B tel que 8x 2 Xsup6, et 8i 2 [1; dgH(x)] ji = 0. Par le r�esultat pr�ec�edent, cela

implique que 8x 2 Xsup6, dgH(x) = 2. Par le th�eor�eme 18, le graphe H est connexe. En

cons�equence le graphe H est un triangle, tel que les deux faces de ce triangle soient vides

dans le graphe G. En d'autres termes le graphe G est un triangle, il y a une contradiction

puisqu'un tel graphe n'est pas un graphe B. 2

Soit G un graphe de type B d'ordre n. Le corollaire 19 implique qu'il existe un sommet

x 2 Xsup6 tel que ji = f2; 3g. On consid�ere alors un tel sommet x et un tel indice i.
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Fig. 59 - G�en�erer les graphes B par T et T�1.

Il y a deux cas suivant que ji = 2 ou ji = 3.

{ Supposons ji = 2. On consid�ere le premier voisinage de x d�ecrit par la liste suivante :

N(x) =
�
xi; yi1; y

i
2; x

i+1; w1; w2; : : :
�

avec xi; xi+1 2 Xsup6, y
i
1; y

i
2 2 Xinf6 et les sommets w1; w2 indi��eremment dans

Xsup6 ou dans Xinf6, voir �gure 60 (�a gauche). On note � le chemin [x ;w1; yi1].

Le graphe G0 = T (�), contient plusieurs carr�es [: : :] di��erents ; voir �gure 60 (�a

droite). En particulier, on note � le carr�e [yi2; x ; yi1; x
i+1

]. On consid�ere le graphe

G00
= T�1

(�). Ce graphe contient le carr�e [x0; yi1 ; v; x
i
], voir �gure 61 (�a droite).

Puisque le graphe G00
contient un carr�e [: : :] il n'est ni A, ni B ; en cons�equence le

graphe G00
est un graphe d'ordre n de type C.

{ Supposons ji = 3. On d�ecrit le premier voisinage de x par la liste suivante :

N(x) = (xi; yi1; y
i
2; y

i
3; x

i+1; w1; w2 : : :)

avec xi; xi+1 2 Xsup6, y
i
1; y

i
2; y

i
3 2 Xinf6 et les sommets w1; w2

indi��eremment dans

Xsup6 ou Xinf6, voir �gure 62 (�a gauche). On note � le chemin [x ;w1; yi2].

Comme pr�ec�edemment, le graphe T (�), contient plusieurs carr�es [: : :] di��erents ; voir

�gure 62 (�a droite). En particulier on note � le carr�e [yi1; x
0 ; yi2; x

i]. On consid�ere le

graphe G00
= T�1

(�). Ce graphe contient le carr�e [x; w1
; v; xi+1], voir �gure 63 (�a

droite).
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].
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i].

Puisque le graphe G00
contient un carr�e [: : :] il n'est ni A, ni B ; en cons�equence le

graphe G00 est d'ordre n de type C.

Lemme 20 Soit G un graphe B, il existe au moins un chemin �.

Preuve Soit G un graphe B, le corollaire 19 indique qu'il existe un sommet x dans Xsup6,

et un indice i dans [1; dgH(x)] tel que ji = f2; 3g. Donc pour tout graphe de type B, il

existe au moins un chemin � = [x ; : : :]. 2

Un carr�e � est d�e�ni dans un graphe T (�), le r�esultat suivant est trivial.

Lemme 21 Soit G un graphe B, et un chemin �. Il existe un carr�e � dans le graphe T (�).

Des deux derniers lemmes, on tire le th�eor�eme suivant,

Th�eor�eme 22 Soit G un graphe de type B d'ordre n et un chemin �. On note G0 = T (�)

et G00
= T�1

(�). Le graphe G00 est un graphe de type C d'ordre n.
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3.2 G�en�erer les graphesMPG5 par les transformations T; T�1

Cette section d�eveloppe un th�eor�eme ainsi qu'un corollaire utilisant les transformations

T et T�1
. Le th�eor�eme d�emontre que tout graphe MPG5 d'ordre n � 14, peut être r�eduit

dans l'unique graphe MPG5 d'ordre 14. Le corollaire propose la r�eciproque ; c'est-�a-dire

qu'il implique que tout graphe MPG5 d'ordre n � 14, peut être fabriqu�e �a partir de celui

d'ordre 14.

Th�eor�eme 23 Soit G un graphe MPG5 avec l'ensemble Xsup6 non vide. Par un nombre

�ni d'applications successives de T et T�1, on peut r�eduire G dans le plus petit type A.

Preuve Clairement la contraction T�1
est inappliquable lorsque le graphe courant ne

contient pas de carr�e [: : :]. L'ensemble des graphes MPG5 ne contenant pas de carr�es [: : :]

a �et�e partitionn�e en deux familles not�ees A et B. On �etudie les trois �eventualit�es :

{ Supposons que le graphe courant soit un graphe A d'ordre n. Dans ce cas on applique

l'explosion T sur un chemin [v ; a; b] quelconque. Le graphe r�esultant d'ordre n + 1

est par d�e�nition un graphe AT
. Il su�t d�es lors d'appliquer la contraction T�1

sur

l'un des deux carr�es �2 ou �3 (cf. section 1.2 de la page 63). Le graphe r�esultant est

d'une part d'ordre n et d'autre part il est de type C, pour n > 14. Dans le cas o�u

n = 14, le graphe courant est l'unique graphe MPG5 d'ordre 14.

{ Supposons que le graphe courant soit un graphe B d'ordre n. On s�electionne un

chemin �, et on applique T (�) (cf. section 3.1 de la page 83). Dans le graphe r�esultant

d'ordre n + 1, on applique T�1(�). Par le th�eor�eme 22, ce dernier graphe est d'une

part d'ordre n et d'autre part il est de type C.

{ Supposons que le graphe courant G d'ordre n soit de type C. Dans ce cas il existe

au moins un carr�e s = [: : :] ; on applique simplement T�1(s). Le graphe obtenu est

un graphe MPG5 d'ordre n � 1.

En appliquant ce proc�ed�e sur le graphe G, clairement celui-ci sera r�eduit en un nombre

�ni d'it�erations dans celui d'ordre 14. On peut voir une illustration de ce proc�ed�e sur la

�gure 58. 2

Par le th�eor�eme pr�ec�edent, on tire la r�eciproque :

Corollaire 24 Soit G un graphe MPG5 d'ordre n � 14. A partir du plus petit type A

(l'unique MPG5 d'ordre14) et en appliquant un nombre �ni de fois les tranformations T

et T�1 on peut construire le graphe G.



3.3. Conclusion 89

3.3 Conclusion

On a prouv�e par le corollaire 24, que l'on peut fabriquer tout graphe MPG5 d'ordre

sup�erieur �a douze ; et cela en appliquant un nombre �ni de fois les transformations T et

T�1
.

Cette m�ethode de fabrication contient un d�efaut. En e�et pour fabriquer tous les

graphes MPG5 d'ordre n, il faut avoir fabriqu�e tous ceux sans carr�e [: : :] (i.e. les graphes

B et le graphe A (si n est pair)). Or pour construire les graphes B d'ordre n, il faut

construire des graphes C d'ordre n+ 1. En d'autres termes, si on d�esire fabriquer tous les

graphes MPG5 d'ordre n, il faut construire des graphes de type C d'ordre n+ 1.

Dans le prochain chapitre, on pr�esentera un autre algorithme (ne contenant pas ce

d�efaut), plus sophistiqu�e, pour construire tous les graphes MPG5 d'ordre n �a partir de

ceux d'ordre inf�erieur ou �egal �a n.
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Chapitre 4

Etude des graphes B non

accessibles par la transformation

T
0

4.1 Objectif du chapitre

On rappelle que l'on souhaite fabriquer tous les graphes MPG5 d'ordre n � 14 en

partant du graphe MPG5 d'ordre 14. Cette m�ethode sera bas�ee sur la r�eciproque, c'est-

�a-dire que l'on montrera que tout graphe MPG5 d'ordre n � 14 est r�eductible �a l'unique

graphe MPG5 d'ordre 14.

Dans cette perspective, on pr�esente succinctement une m�ethode r�eduisant tout graphe

MPG5 (i.e. A, B ou C) d'ordre n dans un graphe MPG5 d'ordre n� 1 (sans 'passer' par

un graphe d'ordre sup�erieur �a n).

{ Tout graphe C d'ordre n est par d�e�nition r�eductible par la contraction T�1 �a un

graphe MPG5 d'ordre n� 1.

{ Les graphes A sont construits ind�ependamment des autres graphes MPG5 par l'al-

gorithme 38.

{ Les graphes B contenant au moins un carr�e h: : :i sont r�eductibles par la bascule-

contraction (T 0)�1.

Apr�es cette rapide �etude de cas, il apparâ�t que le probl�eme de r�eduction des MPG5

ne se pose que pour les graphes B ne comportant aucun carr�e h: : :i.
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Ces graphes B non constructibles par T 0
, ne sont autres que ceux auxquels la trans-

formation (T 0
)
�1

ne peut s'appliquer.

La seconde section de ce chapitre �etudiera et d�e�nira les graphes B accessibles par

l'explosion-bascule T 0
. La troisi�eme section proposera de nouveaux outils construisant

tous les graphes B sans carr�e h: : :i.

4.2 Graphes B r�eductibles par la transformation (T 0
)
�1

La bascule-contraction (T 0
)
�1

est inapplicable, si et seulement si le graphe B ne poss�ede

pas d'arêtes dont les extr�emit�es ont un degr�e sup�erieur �a six. On introduit une notation

pour ces arêtes :

D�e�nition 25 Soit G un graphe B. On note e = hz; ti une arête de E si et seulement si

les sommets z et t sont de degr�e sup�erieur �a six.

Proposition 26 Soit G un graphe B. Il existe un carr�e hz; t ; x; yi si et seulement si il

existe une arête hz; ti.

Rechercher les graphes B sans carr�es hz; t ; x; yi revient donc �a rechercher ceux sans

arêtes hz; ti. Pour un carr�e hz; t ; x; yi, on �ecrira parfois (T 0)�1(z; t) au lieu de (T 0)�1(z; t ; x; y).

D�e�nition 27 Soit G est un graphe MPG5, il est dit de type B0 si et seulement si, il est

�a la fois B et sans arête h: : :i.

En d'autres termes les graphes B0
sont les graphes B o�u la bascule-contraction (T 0

)
�1

est inapplicable.

On rappelle que la proposition 3 de la page 55 d�emontre qu'�a partir d'un graphe

MPG5 et d'un chemin p = hv ; z; ti, le graphe T 0
(p) est de type B. On d�e�nit alors le

sous-ensemble C0 de C constitu�e de ceux �a partir desquels il est possible de g�en�erer des

graphes de type B.

D�e�nition 28 Soit G un graphe C. Le graphe G est de type C0 si et seulement si, il existe

un chemin p = hv ; z; ti.

Remarque De la même mani�ere que pour les graphes A, B et C, on �ecrira parfois

d'un graphe qu'il est C0 (respectivement B0) pour signi�er que ce graphe est de type C0

(resp. B0
). Pareillement, on parlera de l'ensemble des graphes C0

(resp. B0
), pour signi�er

l'ensemble des graphes de type C0
(resp. B0

).
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Fig. 64 - Voisinage de hz; ti pour (T 0
)
�1
(z; t).

Les deux derni�eres d�e�nitions permettent de pr�eciser l'optique de ce chapitre : chercher

�a caract�eriser l'ensemble des graphes C0
, ainsi que l'ensemble des graphes B0

.

Lemme 29 Soit G un graphe de type B. S'il existe un motif M3 ou Mvide
3 contigu �a un

motif M4 ou M5, alors il existe une arête hz; ti tel que (T 0)�1(z; t) est un graphe C0.

Preuve Soit G un graphe B tel qu'il existe un motif M3 ou M
vide
3 contigu �a un motif

M4 ou M5. On utilise la notation de la �gure 64 (�a gauche) d�ecrivant le voisinage de ces

deux motifs contigus par l'arête (z; t) qui les distingue.

Supposons que sur la �gure 64 (celle de gauche), le motif correspondant �a M3 ou �a

Mvide
3 soit d�ecrit �a gauche de l'arête (z; t) et le motif correspondant �a M4 ou �a M5 �a sa

droite.

1. Supposons que le motif M3 soit contigu �a un motif M4 ou M5. Dans ce cas les deux

sommets w1 et w4 sont dans l'ensemble Xinf6.

(a) On se place dans le cas o�u M3 est contigu �a M4. Alors n�ecessairement, l'un des

deux sommets w2 et w3, appartient �a l'ensemble Xinf6 et l'autre �a l'ensemble

Xsup6. Supposons w2 2 Xinf6 et w3 2 Xsup6. Avec v le sommet r�esultant de

la r�eduction des sommets x; y (voir �gure 64, �a droite), il vient d'une part que

dg(z) � 7, dg(t) � 7 et d'autre part que le graphe (T 0
)
�1
(z; t) contient le carr�e

[t; f ; v; w3], donc est C.

(b) On se place dans le cas o�u M3 est contigu �a M5. On a alors les deux sommets

w2 et w3 dans l'ensemble Xsup6. Comme pr�ec�edemment il vient d'une part que

dg(z) � 7, dg(t) � 7 et d'autre part que le graphe (T 0
)
�1
(z; t) contient deux

carr�es [z; d ; v; w2] et [t; f ; v; w3] ; donc est C.
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2. Supposons que l'on ait Mvide
3 contigu �a M4 ou �a M5. Par le th�eor�eme 17 de la page

79 on sait que chacun des trois côt�es de Mvide
3 est bord�e par un des trois motifs M3,

M4 ou M5. Ainsi dans tous les cas les deux sommets w1 et w4 seront dans l'ensemble

Xinf6.

On peut alors r�eutiliser les deux observations pr�ec�edentes 1a et 1b ; �a savoir que l'on

obtient un carr�e dans le graphe (T 0
)
�1
(z; t) si Mvide

3 est voisin �a M4 et deux carr�es

sinon.

En d'autres termes, le graphe (T 0
)
�1
(z; t) est de type C.

Sur les quatre cas observ�es, le graphe (T 0
)
�1
(z; t) a �et�e prouv�e de type C. Pour montrer

que le graphe (T 0
)
�1
(z; t) est de type C0

il faut prouver l'existence d'un chemin h: : :i. On

va montrer que dans les quatre cas, le chemin [v ; z; t] du graphe (T 0
)
�1
(z; t)est un chemin

hv ; z; ti.

1. Supposons que dans le graphe G (�gure 64 �a gauche), l'arête (z; t) distingue un motif

M3 d'un motif M4 ou M5. Dans ce cas le sommet x de G est de degr�e cinq, donc

dg(T 0)�1(z;t)(v) = 8:

D'autre part, puisque le graphe est de type B les sommets a; b; c; d; e; f appartiennent

�a l'ensemble Xinf6.

(a) Supposons que dans le graphe G, l'arête (z; t) distingue un motif M3 d'un motif

M4. Dans ce cas le graphe (T
0
)
�1
(z; t) contient exactement un carr�e, d�e�ni par

[t; f ; v; w3].

(b) Supposons que dans le graphe G, l'arête (z; t) distingue un motif M3 d'un motif

M5. Dans ce cas le graphe (T
0
)
�1
(z; t) contient exactement deux carr�es, d�e�nis

par [z; d ; v; w2] et [t; f ; v; w3].

2. Supposons que dans le graphe G, l'arête (z; t) distingue un motif Mvide
3 d'un motif

M4 ou M5. Dans ce cas le sommet x est de degr�e sup�erieur �a cinq, donc

dg(T 0)�1(z;t)(v) > 8:

D'autre part, puisque le graphe G est de type B dans le graphe (T 0
)
�1
(z; t) les

sommets b0; a; d; e; f; c; b0 sont dans Xinf6 ; si l'arête (z; t) distingue un motif Mvide
3

d'un motifM4 (resp.M5), le graphe (T
0
)
�1

contient exactement un carr�e [t; f ; v; w3]

(resp. deux carr�es [z; d ; v; w2] et [t; f ; v; w3]).
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En�n dans tous les cas, si l'on suppose
1 dgG(z) = 7 (resp.

2 dgG(t) = 7) ; alors puisque

le graphe G est de type B, p 2 Xinf6 (resp. o 2 Xinf6).

Dans tous les cas, i.e. les 4 cas, dans le graphe (T 0
)
�1
(z; t), le chemin [v ; z; t] est un

chemin hv ; z; ti.

2

Du lemme pr�ec�edent on tire le r�esultat :

Th�eor�eme 30 Tout graphe de type B contenant un motif M3 ou M
vide
3 contigu �a un motif

M4 ou M5 est accessible par T 0 �a partir d'un graphe C0.

Apr�es avoir d�ecrit les graphes B accessibles par l'explosion-bascule T 0
, on s'attache �a

d�e�nir les graphes C0
.

Corollaire 31 Soit G un graphe de type C0 et p = hv ; z; ti un chemin. On note s =

hz; t ; x; yi, le carr�e associ�e �a p dans le graphe G0 = T 0(p). Dans G0, l'arête hz; ti distingue

deux motifs m1 et m2 tels que,

m1; m2 2
n
M3;M

vide
3 ;M4;M5

o

except�e pour le couple m1 = m2 = M3 et le couple m1 = M3, m2 = Mvide
3 .

Preuve La d�emonstration sera en deux parties. D'une part on montre que dans le graphe

G0 l'arête hz; ti ne distingue ni deux motifs M3 entre eux, ni un motif M3 d'un motif

Mvide
3 ; et d'autre part que l'arête hz; ti peut distinguer tous les autres couples de motifs

possibles sur l'ensemble fM3;M
vide
3 ;M4;M5g.

1. Par l'absurde. On consid�ere le graphe G0 = T 0(p) tel que dans G0 l'arête hz; ti

distingue soit deux motifs M3, soit un motif M3 d'un motif Mvide
3 . En utilisant la

notation de �gure 64, dans les deux cas il y a les �egalit�es suivantes,

dgG0(w1) = dgG0(w2) = dgG0(w3) = dgG0(w4) = 5:

Cela implique que le graphe G = (T 0)�1(s) ne contient aucun carr�e [: : :]. Il y a

contradiction puisque par hypoth�ese le graphe G est de type C0
, et donc de type C.

1: Si dgG(z) = 7 alors les sommets k et w1 (respectivement l et w2) sont confondus.

2: Si dgG(t) = 7 alors les sommets m et w3 (respectivement n et w4) sont confondus.
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2. La preuve du lemme 29 implique que l'arête hz; ti peut distinguer les couples de motifs

contigus suivants : (M3;M4), (M3;M5), (M
vide
3 ;M4), et (M

vide
3 ;M5). On �enum�ere et

�etudie les cas restants, (M4;M4), (M5;M5) et (M4;M5), en utilisant la notation de

la �gure 64 (�a gauche).

(a) Supposons que l'arête s = hz; ti distingue deux motifs M4. Cela implique que

soit le sommet w1, soit le sommet w4 (resp. w2 et w3) appartiennent �a l'en-

semble Xsup6. Supposons w1; w2 2 Xsup6. Le graphe (T 0
)
�1
(s) contient alors

exactement deux carr�es,

[a; z ;w1; v]; [d; z ;w2; v]:

On peut alors v�eri�er que dans le graphe (T 0
)
�1
(s) le chemin [v ; z; t] est un

chemin hv ; z; ti. En cons�equence ce dernier graphe est de type C0.

(b) Supposons que l'arête s = hz; ti distingue deux motifs M5. Cela implique que

les quatre sommets w1, w2, w3 et w4 sont dans l'ensemble Xsup6. Cela signi�e

que le graphe (T 0)�1(s) contient alors exactement quatre carr�es d�e�nis par,

[a; z ; v; w1]; [z; d ; v; w2]; [t; f ; v; w3]; [t; c ; v; w4]

ainsi que le chemin hv ; z; ti. Donc par d�e�nition ce graphe est de type C0.

(c) Supposons que l'arête s = hz; ti distingue un motif M4 d'un motif M5. Suppo-

sons en outre que le motif M4 soit d�ecrit entre les sommets w4 et w1, par les

sommets a, b, et c sur la �gure 64 (�a gauche). Cela implique d'une part que les

sommets w2; w3 sont dans Xsup6 et d'autre part que l'un ou l'autre des sommets

w1, w4 soit dans Xsup6.

Supposons w1 2 Xsup6, le graphe (T
0)�1(s) contient alors exactement les trois

carr�es suivants,

[z; d ;w2; v]; [t; f ;w3; v]; [a; z ;w1; v]

ainsi que le chemin hv ; z; ti ; ce graphe est donc par d�e�nition de type C0
.

2

Voici la formulation \inverse" du corollaire pr�ec�edent.

Corollaire 32 Soit G un graphe de type B. S'il existe une arête hz; ti ne distinguant ni

deux motifs M3 entre eux, ni un motif M3 d'un motif Mvide
3 , alors G peut être construit

par l'explosion-bascule T 0 �a partir d'un graphe C0.
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C

<...;...>
avec carrésans carré

Fig. 65 - Relation entre B0; B00; B000 et C0.

Remarque On rappelle que l'on cherche �a r�eduire tout graphe B d'ordre n �a un graphe

MPG5 d'ordre n � 1. Ce graphe MPG5 d'ordre n � 1 sera soit A, soit B, soit C. Le

corollaire pr�ec�edent d�ecrit exactement les graphes B d'ordre n qui peuvent être construits

�a partir d'un graphe C d'ordre n � 1.

On va maintenant s'attacher �a d�e�nir plus pr�ecis�ement les deux sous-ensembles de

graphes B, induits par ce même corollaire :

1. Les graphes B0, graphes B tels qu'il n'existe pas d'arêtes h: : :i ; c'est-�a-dire non

r�eductibles par la bascule-contraction (T 0
)
�1
.

2. Les graphes B00
, graphes B tels que pour tout carr�e s = hz; t ; x; yi, l'arête hz; ti

distingue soit deux motifs M3, soit un motif M3 d'un motif Mvide
3 ; c'est-�a-dire non

r�eductibles par la transformation (T 0)�1 en graphes C ; mais r�eductibles en graphes

B.

3. Les graphes B000
, graphes ni B0

, ni B00
. En d'autres termes les graphes B000

sont les

graphes B accessibles par T 0 �a partir de graphes C.

Voir �gure 65. Nous donnons maintenant quelques propri�et�es des graphes B0; B00
et

B000
.
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Fig. 66 - Le graphe B d'ordre 21.

4.3 Graphes B non r�eductibles en graphes C par la trans-

formation (T 0
)
�1

Les graphes B non accessibles par l'explosion-bascule T 0 �a partir d'un graphe C ont

�et�e appel�es les graphes B00
. Ces graphes de type B sont tels que, par le corollaire 32, pour

tout carr�e s = hz; t ; x; yi, l'arête hz; ti distingue soit deux motifs M3, soit un motif M3

d'un motif Mvide
3 .

D�es lors on va chercher �a identi�er les graphes B ne contenant que des motifs M3 et

Mvide
3 .

On distingue deux cas : les graphes B00 sans motifs M3, et les graphes B
00 avec motifs

M3.

4.3.1 Graphes B compos�es de motifs Mvide
3

Il n'existe pas de graphes B poss�edant exclusivement des motifs Mvide
3 . En e�et, pour

chaque Mvide
3 le th�eor�eme 30 indique que ces trois arêtes doivent le distinguer d'un motif

M3, M4 ou M5.

4.3.2 Graphes B compos�es de motifs M3 ou (M3 et M
vide
3 )

On rappelle qu'il existe un unique graphe B compos�e de motifsM3 tel que jXsup6j = 3 :

il est d'ordre 21, voir la �gure 66.

Ainsi dans cette partie, on va chercher �a d�e�nir les graphes B compos�es de motifs M3

avec ou sans motifs Mvide
3 tels que jXsup6j > 3.

Dans cette sous-section 4.3.2 on distingue deux familles de graphes : la premi�ere, Z1,

est constitu�ee des graphes comportant deux motifs M3 contigus ; la seconde, Z2, compl�e-

mentaire de Z1, est constitu�ee des graphes ne comportant pas deux motifs M3 contigus.
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Fig. 67 - Deux motifs M3 contigus et (T 0
)
�1 sur l'arête les distinguant.

Dans la famille Z1, puisqu'il existe deux motifs M3 contigus, il existe �egalement une

arête hz; ti dont les deux voisins communs x; y appartiennent �a l'ensemble Xinf6 (le graphe

courant est en e�et de type B, i.e. sans carr�e [: : :]). Donc pour tous les graphes Z1 l'ap-

plication (T 0)�1 pourra produire un sommet v de degr�e huit, dans la mesure o�u l'on

appliquera (T 0
)
�1

sur une arête s�eparant deux motifs M3. En revanche pour tout graphe

Z2, la transformation (T 0)�1 fournira n�ecessairement un sommet v de degr�e sup�erieur �a

huit.

Graphes Z1

Soit G un graphe de la famille Z1, et e = hz; ti une arête distinguant deux motifs M3.

Avec la notation de la �gure 67, le graphe G0 = (T 0)�1(e) remplace les deux motifs M3

par deux motifs M4, tel que dgG0(v) = 8.

Les graphes ainsi obtenus �a partir de Z1 par application de (T 0
)
�1

seront not�es Z0
1.

En d'autres termes les graphes Z0
1 sont les graphes (T 0)�1(e) tels que e est une arête

distinguant les deux motifs M3 dans un graphe Z1.

On donne maintenant une propri�et�e caract�eristique plus descriptive des graphes Z0
1.

Propri�et�e caract�eristique 33 Un graphe est Z0
1 si et seulement si il est de type B et

contient exactement deux motifs M4 poss�edant trois sommets communs dans H, le reste

du graphe �etant compos�e de motifs M3 et Mvide
3 . Ces trois sommets communs forment un

chemin not�e � de type h: : :i ; ce chemin est unique puisqu'il n'existe que deux motifs M4.

Exemple Sur la �gure 67, le chemin � est d�e�ni par hv ; z; ti, avec dgZ0
1
(v) = 8 et aucun

carr�e [: : :].
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Fig. 68 - Exemple de graphes dans Z2.
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z t z t

Fig. 69 - M3, M
vide
3 contigus et (T 0)�1 sur l'arête les distinguant.

Par le corollaire 32, le graphe G0 = (T 0)�1(e) est accessible par T 0 �a partir d'un graphe

de type C0
. En cons�equence tout graphe Z1 d'ordre n est constructible par T 0

(�) �a partir

d'un graphe Z0
1 d'ordre n� 1, lui-même �etant constructible par T 0

�a partir d'un graphe C0

d'ordre n� 2.

En cons�equence, tout graphe Z1 d'ordre n poss�ede un graphe grand-p�ere de type C0

d'ordre n� 2 sous T 0.

Graphes Z2

Soit G un graphe de la famille Z2 (on peut en voir deux exemples sur la �gure 68 : l'un

o�u H est d-r�egulier 3 et l'autre non). On consid�ere un motif M3 contigu �a un motif Mvide
3 .

Observons qu'aucune arête e = hz; ti, n'a ses deux \voisins" communs simultan�ement ni

dans Xinf6 ni dans Xsup6.

On peut v�eri�er que la bascule-contraction (T 0)�1 appliqu�ee �a une arête distinguant

un motif M3 d'un motif Mvide
3 remplace les deux motifs par un seul motif M4 ; voir �gure

69.

Soit e = hz; ti une arête, on note G0
le graphe (T 0

)
�1
(e). Sur l'ensemble des graphes

Z2, on note Z0
2 l'ensemble des graphes correspondant aux graphes G0

.

3: Un graphe d-r�egulier est un graphe dont tous les sommets ont exactement d voisins.
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On donne une propri�et�e caract�eristique (plus descriptive) des graphes Z0
2.

Propri�et�e caract�eristique 34 Un graphe est Z0
2 si et seulement si il est de type B et

contient un seul motif M4 bord�e cons�ecutivement par deux motifs M3 suivi par deux motifs

Mvide
3 . Le reste �etant exclusivement des motifs M3 et Mvide

3 , tels qu'il n'existe pas deux

motifs M3 contigus. Dans un graphe de la famille Z0
2, les deux arêtes cons�ecutives du motif

M4 bord�ees par des motifs M3 forment un chemin de type h: : :i. Ce chemin est not�e % ; il

est unique.

Exemple Sur la �gure 69, le chemin % est d�e�ni par hv ; z; ti, avec dgZ0
2
(v) > 8 et aucun

carr�e [: : :].

Par le corollaire 32, le graphe G0
est accessible par T 0

�a partir d'un graphe de type C0
.

En cons�equence un graphe Z2 d'ordre n est constructible par T 0
(%) �a partir d'un graphe Z0

2

d'ordre n�1. Un graphe Z0
2 est quand �a lui constructible par un graphe de type C0 d'ordre

n � 2, par T 0. En conclusion tout graphe Z2 d'ordre n poss�ede un graphe grand-p�ere de

type C0
d'ordre n� 2 sous T 0

.

4.4 Graphes B non r�eductibles par la transformation (T 0
)
�1

Les graphes B non accessibles par l'explosion-bascule T 0 ont �et�e appel�es les graphes

B0. Ces graphes de type B sont tels qu'il n'existe pas d'arêtes h: : :i. En d'autres termes,

les graphes B0
, sont les graphes B non r�eductibles par (T 0

)
�1
.

Cette section va pr�esenter un ensemble de propri�et�es des graphes B0, ainsi que des

outils pour les construire.

Par le th�eor�eme 30, tous les graphes B contenant une arête distinguant un motifM3 ou

Mvide
3 d'un motif M4 ou M5 sont accessibles par la transformation T 0

�a partir d'un graphe

C0. D'autre part dans la section pr�ec�edente on a montr�e que les graphes B compos�e de

motifs M3 et (ou) M
vide
3 �etaient accessibles par T 0

.

Ainsi dans la suite on va �etudier les graphes B sans arête h: : :i ne contenant que des

motifs M4, (resp. M5, M4 et M5).

On va d�ecrire l'ensemble de ces trois possibilit�es.

4.4.1 Graphes B compos�es de motifs M4

Les graphes B de cette sous-section compos�es d'un seul motif M4 n'existent pas.

Puisque le degr�e des sommets ext�erieurs d'un motif M4 est 4, 5, 4, 5 ; il existe claire-

ment deux graphes B compos�es de deux motifs M4 tels que jXsup6j = 4 (cf. les �gures
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7

7 7

7

Fig. 70 - Le graphe B d'ordre 20 avec � = 7.

70, 71). D�es lors on va chercher �a d�e�nir les graphes B compos�es de motifs M4 tels que

jXsup6j > 4.

On partitionne cet ensemble de graphes en deux familles de graphes not�es F1 et F2. On

d�e�nit d'une part les graphes F1 comme �etant ceux compos�es de motifs M4 ne contenant

pas d'arête h: : :i. Les graphes ne v�eri�ant pas cette condition constituent l'ensemble des

graphes compl�ementaires not�es F2. Par le corollaire 32 de la page 96, puisque dans les

graphes F2 il existe une arête distinguant deux motifs M4, ces graphes d'ordre n sont

accessibles �a partir d'un graphe C0
d'ordre n� 1 par l'explosion-bascule T 0

.

En cons�equence, dans cette sous-section, on ne s'attachera �a �etudier que la famille F1.

Dans un premier temps on pr�esente un r�esultat quasi-imm�ediat les concernant.

Lemme 35 Soit G un graphe F1, il n'existe pas d'arête (x; y) telle que dgH(x) � 3 et

dgH(y) � 3.

Preuve Par l'absurde. Supposons qu'il existe une telle arête (x; y). Puisque le graphe

G n'est compos�e que de motifs M4, dgG(x) � 9 et idem pour le sommet y. Cela implique

l'existence de l'arête hx; yi. Il y a contradiction car par hypoth�ese le graphe G est F1 et

donc sans arête h: : :i. 2

Construire un graphe F1 compos�e de trois motifs M4

On consid�ere le sous-graphe H induit par les sommets de l'ensemble Xsup6 dans un

graphe B compos�e de deux motifs M4. Le graphe H est alors un carr�e, dont les sommets

sont not�es a, b, c, et d avec une orientation du plan. On cherche �a construire le graphe B
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6

86

8

Fig. 71 - Le graphe B d'ordre 20 avec � = 8.

89 7 8

Fig. 72 - Deux M4 contigus par une arête.

comportant trois motifs M4 ; clairement on aura jXsup6j = 5. Cela implique par le lemme

pr�ec�edent, qu'il existe un sommet e dans le graphe H voisin, soit des sommets a et c, soit

des sommet b et d. Supposons que le sommet e soit voisin des sommets a et c ; voir �gure

73.

On distingue alors deux cas suivant le degr�e des quatre sommets a; b; c; d; e dans le

graphe G. En e�et, par d�e�nition, puisque les degr�es sur les quatre sommets externes �a un

motif M4 sont 5, 4, 5, 4, il existe deux con�gurations possibles par couple de motifs M4

contigus.

1. Supposons que les trois motifs M4 ont tous leur degr�e cinq localis�e sur les sommets

e

a b

d c

Fig. 73 - H d'un graphe F1 avec trois M4.
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e

a b

d c

Fig. 74 - Description du graphe F1 avec trois M4.

a et c. Ce qui implique dgG(b) = dgG(d) = dgG(e) = 6 ; voir �gure 74. Dans ce cas

clairement la bascule-contraction (T 0
)
�1

est inapplicable, car il n'existe aucune arête

h: : :i.

2. Supposons que parmi les trois motifs M4 il y en ait au moins un, not�e mi, tel que

dgmi
(a) = dgmi

(c) = 4:

Ce motif mi introduit une arête h: : :i.

En e�et supposons par exemple que sur la �gure 74 le motif mi soit d�e�ni par les

sommets a; b; c; d ; cela implique que dgmi
(b) = dgmi

(d) = 5, dgG(b) = dgG(d) = 7

et dgG(a) = dgG(c) � 9. En cons�equence il existe les arêtes ha; di, ha; bi, : : : Il y a

contradiction, car par hypoth�ese le graphe G est F1 et donc sans arête h: : :i.

Construire un graphe F1 compos�e de plus de trois motifs M4

On d�esire �enum�erer la famille F1 en partant du plus petit graphe F1. On propose

un proc�ed�e simple. Ce proc�ed�e doit inclure quelques pr�ecautions, comme par exemple de

prendre garde que chaque nouveau motif mi (de type M4) ajout�e devra être connect�e

exactement sur les sommets a et c, et tel que

dgmi
(a) = dgmi

(c) = 5:

Pour fabriquer le graphe F1 d'ordre n on propose alors l'algorithme 75, qui est activ�e

par le plus petit graphe F1, voir �gure 71.

Exemple Sur la �gure 76, le sous-graphe H du graphe F1 est compos�e de cinq motifs

M4.

Proposition 36 Soit G et G0 deux graphes de la famille F1 de même ordre. Les deux

graphes G et G0 sont isomorphes.
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Entr�ee : G le plus petit graphe F1 et un entier n � 20.

Sortie : Le graphe F1 d'ordre n.
Nom : Construire F1(G;n)

(1) D�ebut

(2) Si ordre(G) = n Alors Retourner(G)

(3) Si ordre(G)> n Alors Retourner(;)
(4) On consid�ere H. La face ext�erieure de ce graphe est d�e�nie par la liste
(5) a; b; c; d tel que dg(a) = dg(c) = �(G)

(6) Ajouter un cycle �el�ementaire de longueur quatre

(7) dans la face ext�erieure de H
(8) en ajoutant un nouveau sommet e connect�e en a et c

(9) G  trianguler chaque face de H en ins�erant huit sommets

(10) de Xinf6 tel que dgM5
(a) = dgM5

(c) = 5
(11) Construire F1(G;n)

(12) Fin

ALG. 75 - Construire un graphe F1.

Fig. 76 - H d'un graphe F1 avec cinq M4.
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Fig. 77 - Le graphe B d'ordre 17.

Preuve Un graphe F1 est enti�erement d�e�ni par le nombre k de motifsM4 et pour chaque

entier k, il existe un unique graphe F1. 2

Remarques

{ Les graphes F2 sont accessibles par l'explosion-bascule (T 0) �a partir de graphes de

type C0
.

{ Les graphes non F1 de cette sous-section sont F2. Les graphes F1 peuvent être

construits par l'algorithme 75.

{ Par construction les graphes F1 sont d'ordre n = 20+ (q � 9) avec q 2 [0;1[.

4.4.2 Graphes B compos�es de motifs M5

Il existe un unique graphe B constitu�e de motifs M5 avec jXsup6j = 5 ; voir la �gure

77. Ce graphe contient deux motifs M5.

Dans cette sous-section on va rechercher les graphes B compos�es de motifsM5 tels que

jXsup6j > 5 ; i.e. comportant plus de deux motifs M5.

Parmi les graphes B constitu�es exclusivement de motifs M5, on distingue deux sous-

ensembles not�es P1 et P2. Le premier sous-ensemble correspond aux graphes tels qu'il

n'existe pas d'arête h: : :i.

L'ensemble des graphes P2 (compl�ementaires de l'ensemble des graphes P1) contient

tous les graphes B compos�es de motifs M5 contenant au moins une arête h: : :i.

Par le corollaire 32, les graphes P2 sont accessibles par la transformation T 0 �a partir

d'un graphe C0
. (Car il contient au moins deux motifs M5 contigus.)

L'optique de ce chapitre, on le rappelle, consiste, entre autre, �a �etudier les caract�eris-

tiques des graphes B non accessibles par T 0
. Ainsi jusqu'�a la �n de cette sous-section on

consid�erera exclusivement les graphes P1.
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e

a

b

c

d

Fig. 78 - H du graphe B d'ordre 17.

Lemme 37 Soit G un graphe P1, il n'existe pas d'arête (x; y) dans G telle que dgH(x) � 3

et dgH(y) � 3.

Preuve Par l'absurde. Supposons qu'il existe une telle arête (x; y). Puisque le graphe

G n'est compos�e que de motifs M5, dgG(x) � 9 et idem pour le sommet y. Cela implique

l'existence de l'arête hx; yi. Il y a contradiction car par hypoth�ese le graphe G est P1 et

donc sans arête h: : :i. 2

On va chercher �a construire le graphe P1 d'ordre juste sup�erieur �a celui d'ordre 17. En-

suite et plus largement on cherchera un algorithme it�eratif pour pouvoir tous les construire.

Construire un graphe P1 compos�e de trois motifs M5

Soit G un graphe P1 avec trois motifs M5 ; cela implique jXsup6j > 5. On �xe un des

trois motifs, on note a; b; c; d; e les sommets bordant sa face ext�erieure (cf. la �gure 78).

A partir du motif �x�e, on �etudie les possibles collages des deux autres motifs.

Il existe deux con�gurations (aux con�gurations sym�etriques pr�es) pour l'assemblage

d'un second motif. En e�et il est soit celui d�e�ni par (a; b; c; d; f) dans la �gure 79 soit

celui d�e�ni par (a; e; d; g; h) dans la �gure 80.

1. Supposons que le motif ajout�e soit d�ecrit par (a; e; d; g; h) ; c'est-�a-dire que l'on a

ins�er�e un motif M5 connect�e en a et d en ajoutant deux sommets g et h de ma-

ni�ere �a enfermer le sommet e. Le graphe r�esultant poss�ede momentan�ement une face

ext�erieure de longueur six ; voir �gure 80.

Pour que le graphe H poss�ede �nalement une face ext�erieure qui soit de longueur

cinq tout en respectant le lemme 37, il existe n�ecessairement un autre motif M5

connect�e en a et d, ajoutant un sommet f et enfermant les sommets b et c (cf. la

�gure 81).

2. C'est le cas sym�etrique au pr�ec�edent. Supposons que le motif ajout�e soit (a; b; c; d; f)

sur la �gure 79 ; c'est-�a-dire que l'on ait rajout�e un sommet f connect�e en a et d



108 II - Chapitre 4. Etude des graphes B non accessibles par la transformation T 0

f

a

b

c

d

e

Fig. 79 - Construction d'un graphe P1.

h

a

b

c

d

e

g

Fig. 80 - Construction d'un graphe P1. (2)

h

a

b

c

d

e f

g

Fig. 81 - Graphe P1 avec quatre M5.
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Entr�ee : G le plus petit graphe P1 et un entier n � 17.
Sortie : Le graphe P1 d'ordre n.

Nom : Construire P1(G;n)

(1) D�ebut

(2) Si ordre(G) = n Alors Retourner(G)

(3) Si ordre(G)> n Alors Retourner(;)
(4) Dans le sens indirect on note a; b; c; d; e les sommets

(5) de la face externe de H, tels que dgH(a) = dgH(d) = �(H)

(6) On consid�ere H. Dans la face ext�erieure ins�erer :
(7) Un cycle �el�ementaire de longueur cinq en ajoutant deux sommets g; h,

(8) connect�e �a a et d, enfermant le sommet e
(9) Un cycle �el�ementaire de longueur cinq en ajoutant un sommet f

(10) connect�e �a a et d, enfermant les sommets b et c

(11) G  Ins�erer les six sommets de Xinf6 dans chacune des faces
(12) Construire P1(G;n)

(13) Fin

ALG. 82 - Construire un graphe P1.

de mani�ere �a enfermer les sommets b et c. Le graphe r�esultant poss�ede une face

ext�erieure de longueur quatre ; voir �gure 79.

Pour que H poss�ede une face ext�erieure de longueur cinq tout en respectant le lemme

37, il existe n�ecessairement un autre motif M5 d�e�ni par (a; e; d; g; h) ; i.e. un motif

M5 connect�e en a et d, enfermant le sommet e (cf. �gure 81).

On peut alors proc�eder it�erativement ; i.e. ins�erer un motif M5 connect�e en a et d par

ajout de deux sommets g0 et h0 en enfermant le sommet e, puis ins�erer un autre motif M5

toujours connect�e en a et d par ajout d'un sommet f 0 enfermant les sommets b et c. Ce

processus peut �a nouveau être appliqu�e, sous les mêmes pr�ecautions, pour construire le

graphe P1 d'ordre juste sup�erieur au dernier g�en�er�e.

L'algorithme 82 reprend les pr�ec�edentes observations a�n de construire le graphe P1

d'ordre n, il est initialis�e par le plus petit graphe P1 ; c'est �a dire par celui d'ordre 17

dessin�e �gure 77.

On peut voir quelques it�erations de ce proc�ed�e sur la �gure 83.

Proposition 38 Soit G et G0 deux graphes de la famille P1 de même ordre. Les deux

graphes G et G0 sont isomorphes.

Preuve Un graphe P1 est d�e�ni enti�erement par le nombre k de motifs M5. En cons�e-

quence, pour chaque entier k > 1 il existe un unique graphe P1. 2



110 II - Chapitre 4. Etude des graphes B non accessibles par la transformation T 0

Fig. 83 - Exemples de graphes H de la famille P1.

Remarques

{ Les graphes P2 sont accessibles par l'explosion-bascule T
0
�a partir de graphes C0

.

{ Les graphes de cette sous-section non P1 sont P2. Les graphes P1 peuvent être

construits par l'algorithme 82.

{ Par construction les graphes P1 sont d'ordre n = 17+ (q � 15), q 2 [0;+1[.

4.4.3 Graphes B compos�es de motifs M4 et M5

Dans cette sous-section (la derni�ere) on consid�erera uniquement les graphes G de type

B compos�es exclusivement de motifs M4 et M5 tels qu'il existe au moins un M4 et au

moins un M5.

Puisque le graphe H est connexe (prop. 18), il existe un motif M4 contigu �a un motif

M5.

Parmi les graphes qui nous int�eressent on distingue deux sous-ensembles compl�emen-

taires : le premier not�e R1 correspond aux graphes tels qu'il n'existe pas d'arête h: : :i, le

second not�e R2 contient les graphes compos�es de motifs M4 et M5 poss�edant au moins

une arête h: : :i.

Par le corollaire 32 les graphes R2 sont accessibles par la transformation T 0
�a partir

des graphes C0 ; puisqu'il existe une arête h: : :i distinguant un motif M4 d'un motif M5.

Dans la mesure o�u l'on cherche �a caract�eriser les graphes B non constructibles par T 0
,

on ne s'int�eressera qu'au sous-ensemble R1. Pr�ecisement, on va chercher �a construire les

graphes R1 en partant de celui d'ordre minimum.

Lemme 39 Soit G un graphe R1, il n'existe pas d'arête (x; y) dans G telle que dgH(x) � 3

et dgH(y) � 3.

Preuve Par l'absurde. Supposons qu'il existe une telle arête (x; y). Puisque le graphe

G n'est compos�e que de motifs M5 et M4, dgG(x) � 9 et idem pour le sommet y. Cela
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e

M4

M5

a

b

c

d

Fig. 84 - Construction des graphes R1.

g

M4

M5

a

b

c
d

e

f

Fig. 85 - Construction des graphes R1. (2)

implique l'existence de l'arête hx; yi. Il y a contradiction car par hypoth�ese le graphe G

est P1 et donc sans arête h: : :i. 2

Construire les graphes R1

On propose un proc�ed�e constructif. Soit un motif M4 contigu �a un motif M5. Il existe

plusieurs types d'assemblage dus aux degr�es des sommets situ�es sur la face ext�erieure d'un

motifM4. On commence par �xer un motif M4, ensuite on �enum�ere les types d'assemblage

d'un motif M5 sur le pr�ec�edent motif, de mani�ere �a ce que tous deux soient contigus. 4

On �enum�ere les di��erents cas suivant leur nombre de sommets.

1. Les deux motifs M4 et M5 ont deux (resp. quatre) sommets en commun (cf. la �gure

84 (resp. 85)). Clairement il existe une arête du type h: : :i ; sur la �gure 84 l'arête

ha; bi (resp. dans 85 l'arête hg; ci); c'est une cons�equence du lemme 39.

2. Les deux motifs ont trois sommets en commun (cf. la �gure 86). Clairement ce graphe

est R1 si et seulement si,

dgM4
(b) = dgM4

(q) = 4:

4: Si on commence par placer un motif M5, puis chercher les possibles collages d'un motif M4, on

aboutira naturellement �a la même conclusion.
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q

M4

M5

a

b

de

c

Fig. 86 - Construction des graphes R1. (3)

q

M4a

b

e d

M5

M4

c

Fig. 87 - Construction des graphes R1. (4)

On distingue les deux cas suivants :

(a) Les trois sommets b; d; e sont tels que dgH(b) = dgH(d) = dgH(e) = 2.

(b) Parmi les trois sommets pr�ecit�es b, d et e, au moins un poss�ede trois voisins

dans l'ensemble Xsup6. Par exemple, supposons que dgH(b) � 3 alors aussitôt

il apparâ�t les arêtes hb; ai et hb; ci ; c'est une cons�equence du lemme 39.

On s'int�eresse �a l'�etude du premier cas ; i.e. lorsque les trois sommets b; d et e ont

exactement deux voisins dans le graphe H . En imposant cette contrainte, il y a

plusieurs cas :

(a) On enferme les sommets d; e dans un motif M4, not�em, connect�e aux sommets

a et c (cf. �gure 87). On peut v�eri�er qu'il existe une arête du type h: : :i ; en

e�et car d�es lors soit dgm(e) = 5 soit dgm(d) = 5 : supposons dgm(d) = 5 alors il

y a l'arête hc; di (cf. la �gure 87). Donc les graphes B comportant exclusivement

des motifs M4 et M5, ainsi que ce sous-graphe, sont des graphes R2.

(b) On enferme les sommets d; e dans un motif M5 connect�e aux sommets a et c ;

voir �gure 88. Ce graphe appartient visiblement �a la famille R1, dans la mesure

o�u pour les deux motifs M4 not�es m1 et m2,

dgm1
(a) = dgm2

(a) = dgm1
(c) = dgm2

(c) = 5:
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Fig. 88 - Graphe R1.
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Fig. 89 - Graphe R1. (2)

On peut r�eit�erer ce proc�ed�e sur le graphe courant. On obtient deux nouveaux

graphes repr�esent�es sur la �gure 89.

L'algorithme 90 reprend les pr�ec�edentes observations sur la construction des graphes

R1. On fournit aussi une partie de l'arbre d'�enum�eration de cette famille sur la �gure 91.

Remarques

1. Les graphes R2 sont accessibles par l'explosion-bascule T
0
�a partir de graphes C0

.

2. Les graphes de cette sous-section non R1 sont R2. Les graphes R1 peuvent être

construits par l'algorithme 90.

3. L'utilisation de l'algorithme 90 n'est pas souhaitable dans la mesure o�u pour le

moment, d'une part on ne connait pas les ordres pour lesquels les graphesR1 existent,

et d'autre part il semble que cet algorithme peut fabriquer plusieurs fois le même

graphe R1. Dans la mesure o�u l'on d�esire �enum�erer les graphesMPG5, cette derni�ere

remarque motive la pr�esentation d'une autre solution pour atteindre les graphes R1.
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Entr�ee : G le plus petit graphe R1 et un entier n � 24.

Sortie : Les graphes R1 d'ordre n.

Nom : �enum�eration de R1(G;n)

(1) D�ebut

(2) Si ordre(G) = n Alors Retourner(G)
(3) Si ordre(G)> n Alors Retourner(;)
(4) On consid�ere H. On note C4 (resp. C5) un cycle �el�ementaire

(5) de longueur quatre (resp. de longueur cinq)
(6) Si la face ext�erieure de H est de longueur quatre Alors

(7) Soit a; b; c; d les quatre sommets ext�erieurs du sous-graphe H dans le sens indirect,

(8) tel que dgH(a) = dgH(c) = �(H)
(9) H1  Ajouter (H;C5)

(10) H2  Ajouter (H;C4)

(11) G1  ajouter les sommets de Xinf6 dans H1 tels que dgM4
(a) = dgM4

(c) = 5
(12) G2  ajouter les sommets de Xinf6 dans H2 tels que dgM4

(a) = dgM4
(c) = 5

(13) �enum�eration de R1 (G1; n) ; �enum�eration de R1 (G2; n)

(14) Sinon

(15) Soit a; b; c; d; e les cinq sommets ext�erieurs du sous-graphe H dans le sens indirect

(16) tels que dgH (a) = dgH(c) = �(H)

(17) H1  ajouter C4 dans la face ext�erieure de H connect�ee en a et c,
(18) de mani�ere �a enfermer les sommets d et e

(19) G1  ajouter les sommets de Xinf6 dans H1 tels que dgM4
(a) = dgM4

(c) = 5

(20) �enum�eration de R1 (G1; n)
(21) Fin

(22)

(23) Fonction Ajouter(H;C)
(24) D�ebut

(25) Ajouter C dans la face ext�erieure de H connect�ee en a et c

(26) Retourner (H)
(27) Fin

ALG. 90 - Construire les graphes R1.
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Fig. 91 - D�ebut de l'arbre d'�enum�eration des graphes H de famille R1.

Construire un graphe R1 d'ordre n �a partir d'un graphe B de même ordre

Soit G = (X;E) un graphe R1 d'ordre n avec q motifsM5. On noteM = fm1; : : : ; mkg

l'ensemble des motifsmi de typeM4, composant le graphe G. Par construction, G contient

deux sommets not�es a et c tels que d'une part dgH(a) = dgH(c) = k+q et 8x 2 X�fa; cg,

dgH(x) = 2 ; d'autre part, on a

8i 2 [1; k], dgmi
(a) = dgmi

(c) = 5:

On note G3 le graphe tel que pour tous les motifs mi de G on modi�e la disposition

des sommets Xinf6 int�erieurs de mani�ere �a obtenir :

8i 2 [1; k], dgmi
(a) = dgmi

(c) = 4:

On note R31 l'ensemble des graphes G3.

Clairement pour tout graphe G d'ordre n de la famille R1 on peut associer par ce

proc�ed�e un unique graphe G3 d'ordre n et r�eciproquement. Autrement dit, il existe une

bijection entre les graphes des deux ensembles R1 et R31 . On d�e�nit alors la bijection �

qui associe �a tout graphe G dans R31 un unique graphe G0
dans R1.

Exemple Cf. la �gure 92.
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b ξ
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q
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q

c

Fig. 92 - Exemple d'application de �.

Remarque Les graphes R31 contiennent au moins une arête h: : :i distinguant un motif

M4 d'un motif M5. Sur la �gure 92 (�a droite), il y a par exemple l'arête hq; ai. Par le

corollaire 32, les graphes R31 sont accessibles par la transformation T 0
appliqu�ee �a un

graphe de type C ; i.e. les graphes R31 sont des graphes de type B000
.

4.5 Conclusion

Dans cette section on r�ecapitule l'ensemble des r�esultats de ce chapitre a�n de pr�esenter

un algorithme construisant les graphes MPG5 d'ordre n �a partir de ceux d'ordre inf�erieur

ou �egal (i.e. sans le d�efaut de la premi�ere m�ethode expos�ee dans le chapitre 3 de la page

83).

De tous les graphesMPG5, ceux de type B sont apparus comme �etant les plus d�elicats

�a g�en�erer.

1. Les graphes B0 ont �et�e d�e�nis comme les graphes B sans carr�e h: : :i (donc �a la fois

non constructibles par T 0
et non r�eductibles par bascule-contraction (T 0

)
�1
).

2. Les graphes B00
ont �et�e d�e�nis comme �etant les graphes B contenant au moins un

carr�e h: : :i, non r�eductibles par bascule-contraction (T 0)�1 �a un graphe C (donc non

constructibles par explosion-bascule T 0
�a partir d'un graphe de type C). Dans la

section 4.3, on a montr�e que les graphes B00 sont soit Z1, soit Z2.

3. Les graphes B restants, not�es B000 sont ceux accessibles par la transformation T 0 �a

partir d'un graphe C.

Par le corollaire 32, on a B000
= fF2; P2; R2; Z

0
1; Z

0
2; R

3
1 ; : : :g ; d'o�u la �gure 93 et les

�egalit�es suivantes :

B = B0 [B00 [ B000
(6)
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Fig. 93 - Relation entre B0; B00; B000 et C0. (2)

B0
= fF1; P1; R1g (7)

B00
= fZ1; Z2g (8)

B000
= fF2; P2; R2; Z

0
1; Z

0
2; R

3

1 : : :g (9)

Supposons que l'on poss�ede l'ensemble des graphes MPG5n. On pr�esente le proc�ed�e

de mani�ere informelle pour construire l'ensemble MPG5n+1 �a partir de MPG5n (cf. la

�gure 94). On rappelle que ce probl�eme �etait le point central de ce chapitre.

1. Clairement �a partir de l'ensemble MPG5n, par l'explosion T on peut fabriquer tous

les graphes C d'ordre n + 1. Puisque les graphes C0
sont des graphes C, on sait

g�en�erer tous les graphes C0 d'ordre n+ 1.

2. Les graphesA sont construits ind�ependemment ; i.e. pour les ordres pairs on construit

l'unique graphe A de cet ordre par l'algorithme 38.

3. Par d�e�nition les graphes B000
d'ordre n + 1 sont accessibles par l'explosion-bascule

T 0 �a partir des graphes C0 d'ordre n.

4. Les graphes restants, i.e. B0 [B00, sont les graphes appel�es Z1; Z2, P1, F1 et R1.

(a) Construire les graphes B0 d'ordre n + 1 :

i. Pour chaque ordre il existe au plus un graphe de la famille P1 (resp. F1). On

propose l'utilisation de l'algorithme 82 (resp. 75) qui construit le graphe

P1 (resp. F1) d'ordre n.
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Fig. 94 - Construire MPG5n �a partir de MPG5n�1.

ii. Pour construire un graphe R1 d'ordre n+ 1, on applique la bijection � sur

son graphe image R31 d'ordre n + 1. Ce dernier graphe est un graphe B000
.

Les graphes B000 d'ordre n+ 1 sont constructibles par la remarque 3.

(b) Construire les graphes B00 d'ordre n+ 1 :

Les graphes Z1 d'ordre n+ 1 sont fabriqu�es �a partir des graphes Z0
1 d'ordre n.

On rappelle que les graphes Z0
1 sont des graphes B

000.

Idem pour les graphes Z2.

Les indications pr�ec�edentes sont synth�etis�ees dans l'algorithme 95. Par la suite on note

A(n) (resp. P1(n), F1(n)) l'algorithme 38 (resp. 82, 75) qui fabrique le graphe de type A

(resp. P1, F1) d'ordre n.
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Entr�ee : Le graphe MPG5 d'ordre 14.

Sortie : L'ensemble des graphes MPG5 avec r�ep�etition.

Nom : ConstruireMPG5 (G)

(1) D�ebut

(2) Si n MOD 2=0 Alors ConstruireMPG5 (A(n))
(3) Si n = 17 + (q � 15) Alors ConstruireMPG5 (P1(n))

(4) Si n = 20 + (q0 � 9) Alors ConstruireMPG5 (F1(n))

(5) Liste de cas suivant G

(6) G 2 C 0 : 8p = hv ; z; ti, ConstruireMPG5 (T 0(p))

(7) G 2 R31 : ConstruireMPG5 (�(G))

(8) G 2 Z 0
1 : ConstruireMPG5 (T 0(�))

(9) G 2 Z 0
2 : ConstruireMPG5 (T 0(%))

(10) 8p = [v ; z; t], ConstruireMPG5 (T (p))

(11) Fin

ALG. 95 - Algorithme de construction de MPG5 avec r�ep�etition.
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Troisi�eme partie

Enum�eration des graphes MPG5
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Chapitre 1

Introduction au proc�ed�e

d'�enum�eration

1.1 Rappel de quelques notions sur les groupes

Les r�ef�erences des ouvrages utilis�es pour l'ensemble des rappels de cette section sont

[Aig79], [Whi84], [Bol85] et [LW92].

D�e�nition 40 Deux graphes simples G1 = (X1; E1) et G2 = (X2; E2) sont dits iso-

morphes si et seulement si il existe une bijection f entre leurs ensembles de sommets telle

que si deux sommets x1; y1 2 X1 sont les extr�emit�es d'une arête de G1, i.e. (x1; y1) 2 E1

alors les sommets correspondants dans G2 sont les extr�emit�es d'une arête, i.e. (f(x1); f(y1)) 2 E2.

D�e�nition 41 Une permutation � d'un ensemble de sommets d'un graphe G avec la pro-

pri�et�e que (a; b) est une arête si et seulement si (�(a); �(b)) est une arête, est appel�ee un

automorphisme de G.

Ainsi, par d�e�nition, a�n de calculer le groupe des automorphismes des chemins [: : :]

(resp. h: : :i) nous devons rechercher les permutations � pour lesquelles [v ; a; b] (resp.

hv ; a; bi) est un chemin du grapheG si et seulement si [�(v) ;�(a); �(b)] (resp. h�(v) ;�(a); �(b)i)

est aussi un chemin de G.

Soit U un groupe de permutations sur l'ensemble M = f1; 2; : : : ; mg et i; j 2 M . La

relation

i � j :() 9g 2 U avec j = g(i)
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est une relation d'�equivalence sur M , o�u les classes d'�equivalence sont appel�ees les

U -orbites.

On donne alors la d�e�nition d'une orbite appliqu�ee �a la notion de chemin [: : :] (resp.

h: : :i).

D�e�nition 42 Deux chemins p = [v ; a; b] et p0 = [v0 ; a0; b0] (resp. p = hv ; a; bi et

p0 = hv0 ; a0; b0i) sont dans la même orbite si et seulement si il existe un automorphisme �

du graphe qui tranforme p en p0 ; i.e. v0 = �(v), a0 = �(a) et b0 = �(b).

1.2 Formes canoniques et calcul d'orbites

Le proc�ed�e d'�enum�eration des graphes MPG5 est fond�e sur le calcul d'orbites ainsi

que sur le calcul de formes canoniques. Dans [BMS95], premi�ere publication de ce proc�ed�e,

les auteurs �enum�erent l'ensemble des plus petits graphes cubiques de calibre
1
neuf.

L'adaptation de cette m�ethode au cas des graphesMPG5 provient �a la fois de [BMS95]

ainsi que de la collaboration avec G. Brinkmann.

Soit G un graphe MPG5 d'ordre n+ 1, g�en�er�e par l'algorithme 95.

Supposons que ce graphe ait �et�e fabriqu�e par la transformation T ou T 0
. On note � la

transformation T ou T 0
qui a cr�e�e le graphe G.

On pr�esente une vue d'ensemble du contrôle de l'�enum�eration appliqu�e sur la transfor-

mation � = T .

Le proc�ed�e d'�enum�eration que l'on va d�ecrire est en deux parties ; d'une part il y a le

calcul des orbites des chemins [: : :] du graphe G, et d'autre part celui de la canonicit�e des

carr�es.

1. (a) On calcule toutes les orbites du groupe des automorphismes des chemins [: : :].

On note l'ensemble de ces orbites comme suit :

O = fO1; O2; : : : ; Org ;

o�u chacune des orbites Oi avec i 2 [1; r], contient au moins un chemin [: : :]. Soit

une orbite Oi. Supposons que cette orbite contient au moins deux chemins not�es

p = [v ; a; b] et p0 = [v0 ; a0; b0]. Par d�e�nition d'une orbite, les deux graphes T (p)

et T (p0) sont isomorphes.

1: En anglais girth correspond au calibre dans [Ber87], c'est-�a-dire �a la longueur du plus long cycle.
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1OO 2O rO

Graphes d’ordre n+1 et leurs carrés

3O

Π Π Π Π

....
Chemins par orbites

Orbites d’un graphe d’ordre n

Fig. 96 - Orbites de chemins.

(b) Pour chaque orbite Oi, avec i 2 [1; r], on s�electionne un unique chemin pi. On

r�ealise alors T (pi).

A la suite des deux �etapes pr�ec�edentes on a s�electionn�e un ensemble not�e P de r

chemins [: : :],

P = fp1; p2; : : : ; prg :

Pour chaque chemin pi de P , T (pi) d�e�nit un nouveau graphe, associ�e �a l'orbite Oi.

On note G l'ensemble des graphes T (pi), c'est-�a-dire,

G = fT (p1); T (p2); : : : ; T (pr)g :

2. Dans chaque graphe T (pi), on teste la canonicit�e du carr�e si associ�ee au chemin pi.

(a) Si le carr�e si est canonique alors on retourne �a l'�etape 1 avec le graphe T (pi).

(b) Sinon, on applique T�1(si) pour restaurer le graphe courant G. Puis on retourne

�a l'�etape 2 avec le graphe T (pi+1) (si toutefois i < r) ; c'est-�a-dire que l'on va

appliquer l'explosion T sur un chemin de l'orbite Oi+1 ; voir �gure 96.

Remarque La m�ethode de contrôle des r�ep�etitions pour l'explosion-bascule T 0 est si-

milaire �a celle de T . Pr�ecisement, il su�t de remplacer la transformation T par T 0
, les

chemins [: : :] par les chemins h: : :i et les carr�es [: : :] par les carr�es h: : :i.
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Fig. 97 - Voisinage d'un carr�e z; t ; a; b.

Maintenant le probl�eme est d'une part de d�etecter les carr�es qui sont canoniques, et

d'autre part de calculer l'ensemble des orbites.

1.3 Canonicit�e d'un carr�e

On consid�ere le graphe �(pi) (o�u � est soit T soit T 0
) ainsi que le carr�e si associ�e au

chemin pi. A�n de tester la canonicit�e du carr�e si on calcule un code repr�esentatif pour

chaque carr�e de même type que si, c'est-�a-dire que, dans le graphe �(pi), on consid�ere

uniquement les carr�es pouvant être construits par la transformation �.

Par exemple dans le cas o�u � est T le carr�e si est un carr�e [: : :] ; on devra alors calculer

un code repr�esentatif pour chaque carr�e [: : :] dans le graphe T (pi). De même si � est T 0
,

on devra alors calculer un code repr�esentatif pour chaque carr�e h: : :i dans le graphe T 0(pi).

Par convention le carr�e si sera consid�er�e comme canonique si et seulement si il poss�ede

un code maximal sur l'ensemble des carr�es de même type.

On pr�esente un proc�ed�e de calcul d'un code repr�esentatif pour un carr�e z; t ; a; b.

1.3.1 Calculer un code repr�esentatif pour un carr�e

Il existe de nombreuses techniques pour coder les graphes planaires. On peut citer l'un

des codes les plus connus, celui de R. Cori dans [Cor75]. Dans ce document, on utilise

un code tr�es simple construit �a partir d'un arbre issu d'un parcours en largeur. Nous le

d�ecrivons dans la notation de la �gure 97. Soit s = z; t ; a; b un carr�e.

1. Si dg(z) 6= dg(t) et dg(a) 6= dg(b).

(a) Supposons dg(z) > dg(t) et dg(a) < dg(b). Le code d�ecrira N(z) en partant du

sommet t. L'orientation du plan est �x�ee par la direction du sommet t vers le
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sommet b dans N(z) ; i.e. la direction est �x�ee par le chemin z; t; b dans une

liste du premier voisinage de z.

On empile le sommet z puis les voisins de z �a partir du sommet t suivant

l'orientation du plan d�e�nie pr�ec�edemment. On donne le num�ero 1 pour le

sommet z, 2 pour t, 3 pour b, 4 pour z1, 5 pour z2, : : : Apr�es avoir d�ecrit N(z),

on a besoin d'un s�eparateur, de mani�ere �a distinguer chaque liste de premier

voisinage. Ici on propose la solution utilisant un s�eparateur �x�e par le symbole

0.

Apr�es avoir d�ecrit le premier voisinage du sommet z, on d�ecrit le voisinage du

sommet de plus petit indice dans la pile dont le premier voisinage n'a pas encore

�et�e �enum�er�e. Si tous les sommets ont leur premier voisinage �enum�er�e alors le

codage du graphe est termin�e.

Dans notre exemple, pour d�ecrire le premier voisinage du sommet t on part de

son voisin de plus petit num�ero dans la pile. Il s'agit ici du sommet z de num�ero

1. Avec l'orientation du plan d�e�ni pr�ec�edemment, on parcourt la liste N(t) en

partant du sommet z, etc.

Ainsi d'apr�es nos hypoth�eses, le parcours des sommets du graphe de la �gure

97 associ�e �a l'arête s = (z; t) est :

L(s) = t; b; z1; z2; : : : ; zk; a; 0; z; a; t1; t2; t3; : : : ; tr; b; 0; z; t; tr; b1; : : : ; bp; z1; 0; : : :

Le code �(s) associ�e �a ce parcours est d�e�ni par,

�(s) = 2; 3; 4; 5; : : : ; k+3; k+4; 0; 1; k+4; k+5; : : : ; k+r+4; 3; 0; 1; 2; k+r+4; k+r+5; : : :

(b) Supposons dg(z) > dg(t) et dg(a) > dg(b). On commence le parcours sur le brin

(z; t), l'orientation du plan �etant �x�e par le brin (t; a) dans N(z). Le parcours

associ�e �a l'arête s = (z; t) est,

L(s) = t; a; zk; : : : ; z3; z2; z1; b; 0; z; b; tr; : : : ; t3; t2; t1; a; 0; z; t; t1; aq; : : : ; a1; zk; 0; : : :

Le code associ�e �a ce parcours est,

�(s) = 2; 3; 4; : : : ; k+4; 2; 0; 1; k+4; k+5; : : : ; k+r+4; 3; 0; 1; 2; k+r+4; k+r+5; : : :
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(c) Supposons dg(z) < dg(t) et dg(a) > dg(b). On utilise les même conventions

que pr�ec�edemment. On commence le parcours par le brin (t; z) et l'orientation

du plan est �x�e par la direction du sommet z vers le sommet a dans N(t). Le

parcours associ�e �a l'arête s = (z; t) devient,

L(s) = z; t1; t2; t3; : : : ; tr; b; 0; z1; z2; z3; : : : ; zk; a; 0; t; z; zk; a1; : : : ; aq; tr; 0; : : :

Le code �(s) associ�e �a ce parcours est alors,

�(s) = 2; 3; 4; 5; 6; : : : ; r+3; r+4; 0; 1; r+4; r+5; r+6; : : : ; r+k+4; 3; 0; 1; 2; r+k+4; : : :

On utilise le même proc�ed�e pour calculer le code dans les cas restants.

2. Si (dg(z) = dg(t) et dg(a) 6= dg(b)), ou (dg(z) 6= dg(t) et dg(a) = dg(b)).

(a) Supposons dg(z) = dg(t) et dg(a) > dg(b). Pour obtenir un code repr�esentatif

du carr�e s = z; t ; a; b on calculera deux codes. D'une part un code �(s), en

partant du brin (z; t) avec une orientation �x�ee par la direction du sommet t

vers le sommet a dans N(z) ; et d'autre part un code �0(s) en partant de l'arc

(t; z) avec l'orientation oppos�ee �a la pr�ec�edente.

(b) Supposons dg(z) = dg(t) et dg(a) < dg(b). Idem que (a) en remplacant a par b

et b par a.

(c) Supposons dg(z) > dg(t) et dg(a) = dg(b). Comme pr�ec�edement, a�n d'obtenir

un code repr�esentatif de ce carr�e s on calculera deux codes. Pour les deux

parcours on partira du brin (z; t), mais un code utilisera l'oriention directe et

l'autre indirecte.

(d) Supposons dg(z) < dg(t) et dg(a) = dg(b). Idem que (c) en remplacant z par t

et t par z.

3. Supposons dg(z) = dg(t) et dg(a) = dg(b).On doit calculer les quatre codes possibles.

C'est-�a-dire les deux codes en partant du brin (z; t) avec les deux orientations du

plan, et les deux autres codes en partant du brin (t; z) avec les deux orientations du

plan.

Finalement et pour r�esumer, a�n de calculer un code repr�esentatif pour un carr�e s =

z; t ; a; b, par convention on commencera le calcul du code par l'arête (z; t) en partant du
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sommet de plus grand degr�e, d'o�u le calcul de deux codes si dg(z) = dg(t). L'orientation

du plan pour d�ecrire le code est �x�ee suivant le plus grand degr�e entre dg(a) et dg(b), d'o�u

le calcul de deux codes suppl�ementaires si dg(a) = dg(b).

On note S l'ensemble des carr�es de même nature que s dans le graphe �(pi) (o�u � est

soit T soit T 0
), dans le sens o�u S correspond �a l'ensemble des carr�es pouvant être construit

par la transformation �. Par exemple si � = T , l'ensemble S sera l'ensemble des carr�es

[: : :] ; si � = T 0
, l'ensemble S d�esignera l'ensemble des carr�es h: : :i.

Pour chaque carr�e s 2 S on calcule entre un et quatre codes et on s�electionne son code

maximal not�e �(s) ; ce code sera dit le code repr�esentatif du carr�e s. On calcule alors le

code maximal � du graphe G comme suit,

� = max
s2S

(�(s)):

Le carr�e si issu du graphe �(pi) est dit canonique si et seulement si �(si) = �.

Cette section a donc pr�esent�e un proc�ed�e d'acceptation ou de rejet d'un graphe �(pi).

Il est bas�e sur la notion de canonicit�e du carr�e si associ�ee au chemin pi, elle-même d�e�nie

par l'interm�ediaire d'un code repr�esentatif de si, not�e �(si).

La technique de codage d�ecrite pr�ec�edement sera par la suite utilis�ee sous la forme

d'une proc�edure not�ee Code repr�esentatif(s). Cette proc�edure ne sera pas �ecrite dans

la mesure o�u l'on consid�ere avoir �et�e su�samment explicite dans la pr�esentation du calcul

de �(s).

Dans le but d'acc�el�erer le test de la canonicit�e du carr�e si, on propose de r�eduire le

nombre de carr�es pour lesquels il sera necessaire de calculer �. En d'autres termes dans la

prochaine section on se propose de r�eduire jSj avant de v�eri�er la canonicit�e du carr�e si.

1.3.2 Un pr�e-traitement sur l'ensemble des carr�es S

Soit S l'ensemble des carr�es du graphe �(pi) de même type que celui de si. Avant de

r�ealiser le test de canonicit�e du carr�e si, on veut r�ealiser un pr�e-traitement a�n de r�eduire

le nombre de codes �(s) �a calculer.

Le pr�e-traitement que l'on propose est bas�e sur les degr�es des quatre sommets z; t; a

et b pour tous les carr�es de S. On �ltre les carr�es de l'ensemble S �a l'aide de l'algorithme

98.
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Entr�ee : Un ensemble S de carr�es z; t ;x; y.
Sortie : Une r�eduction de jSj.
Nom : Pr�e-Traitement (S)

(1) D�ebut

(2) �  maxs=z;t ;a;b2Si
(dgG(z); dgG(t))

(3) S1  fz; t ; a; b 2 S j dgG(z) = � ou dgG(t) = �g
(4) �  mins=z;t ;a;b2S1(dgG(z); dgG(t))

(5) S2  fz; t ; a; b 2 S1 j dgG(z) = � ou dgG(t) = �g
(6) �  maxs=z;t ;a;b2S2(dgG(a); dgG(b))
(7) S3  fz; t ; a; b 2 S2 j dgG(a) = � ou dgG(b) = �g
(8) # mins=z;t ;a;b2S3(dgG(a); dgG(b))
(9) S4  fz; t ; a; b 2 S3 j dgG(a) = # ou dgG(b) = #g
(10) Retourner (S4)

(11) Fin

ALG. 98 - Pr�e-Traitement sur l'ensemble des carr�es S.
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Fig. 99 - Un graphe �(pi) et l'ensemble des carr�es.

Exemple On consid�ere le graphe de la �gure 99, sur lequel l'ensemble des carr�es S a

�et�e dessin�e. On peut v�eri�er, qu'�a la suite de l'algorithme 98, l'ensemble S4
contient un

unique carr�e d�e�ni par � = 9; � = 5 et � = 9; # = 9. Sans le pr�e-traitement on aurait

dû calculer 12 codes r�epartis parmi les 8 carr�es ; avec ce pr�e-traitement un seul code sera

calcul�e, d'o�u un gain d'e�cacit�e.

1.4 Orbites des chemins

Maintenant on va d�ecrire un proc�ed�e pour calculer e�cacement les orbites du groupe

d'automorphisme des chemins [: : :] et h: : :i.

Supposons que pour un graphe T (pi) (resp. T
0
(pi)) on trouve deux codes maximaux.
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C'est-�a-dire que dans l'ensemble S des carr�es [: : :] du graphe T (pi) (resp. des carr�es h: : :i

du graphe T 0
(pi)) il existe exactement deux carr�es s1 et s2 tels que �(s1) = �(s2) = �.

On note L(s1) et L(s2) les deux parcours correspondant aux codes �(s1) et �(s2).

Supposons que dans le parcours L(s1) le sommet x du graphe G prenne le num�ero �,

et que dans le parcours L(s2) ce soit le sommet y qui prenne le num�ero �.

La permutation est simplement une fonction qui assigne y �a x et cela pour tout � 2

[1; n] o�u n est l'ordre du graphe G.

Soit � l'automorphisme d�e�ni par la permutation entre L(s1) et L(s2), tous deux

donnant un code maximal �. Alors pour tout chemin [v ; a; b] (resp. hv ; a; bi) il faut

fusionner l'orbite contenant le chemin [v ; a; b] (resp. hv ; a; bi) avec l'orbite contenant

[�(v) ;�(a); �(b)] (resp. h�(v) ;�(a); �(b)i). Une fois r�ealis�ees ces fusions pour tous les

chemins, les ensembles restants sont les orbites du groupe d'automorphisme des chemins.

Remarque On voit ainsi que selon notre proc�ed�e, le calcul des orbites des chemins [: : :]

(resp. h: : :i) est d�ependant du calcul de la canonicit�e. Pr�ecisement pour calculer les orbites

des chemins [: : :] d'un graphe T (pi) (resp. des chemins h: : :i d'un graphe T 0(pi)), on doit

au pr�ealable avoir v�eri��e et accept�e la canonicit�e du carr�e si ; i.e. avoir calcul�e l'ensemble

des codes �(s) des carr�es s 2 S.

En d'autres termes pour calculer les orbites des chemins [: : :] (resp. h: : :i) dans un

graphe G, il faut poss�eder dans celui-ci l'ensemble des parcours qui fournissent un code �.

A�n de pr�esenter formellement le lien entre le calcul des orbites et celui de la canoni-

cit�e, on donne l'algorithme 100. On note que cet algorithme ne pr�esente les deux calculs

(orbites et canonicit�e) que pour la transformation � = T .

Dans l'algorithme 100 la proc�edure num�ero(v; Lj) donne le num�ero � du sommet v dans

la num�erotation associ�ee au parcours Lj . La proc�edure sommet(�; Lj) donne le sommet de

num�ero � dans la num�erotation associ�ee au parcours Lj . L'ensemble L = fL1; : : : ; LjSjg

correspond �a l'ensemble des parcours fournissant un code �egal �a �.
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Entr�ee : Un graphe G = T (pi) d'ordre n � 14, si le carr�e issu de pi
et S l'ensemble des carr�es.

Sortie : Les carr�es [: : :] canoniques du graphes G,
Si si est canonique, il y a calcul des r orbites des chemins [: : :] de G.

Nom : Canonicit�e et orbites pour T (pi)

(1) D�ebut

(2) G T (pi), un graphe MPG5, et si le carr�e issu de pi
(3) /* Calcul de la canonicit�e du carr�e si */

(4) Soit S l'ensemble des carr�es [: : :] de G

(5) S1  Pr�e-Traitement (S)

(6) Si si =2 S1 Alors Retourner(;) ;
(7) Pour j  1 �a jS1j Faire
(8) sj  i�eme carr�e dans S1

(9) �j  Code repr�esentatif (sj)
(10) Fin Pour

(11) � maxj2[1;jS1 j](�j)

(12) Si (�i 6= �) Alors Retourner(;)
(14) S2  fsj=sj 2 S1 et tel que �j = �g
(15) L fLj=j 2 [1; jS2j] et tel que �j = �g
(16)
(17) /* Calcul des orbites des chemins [: : :] du graphe T (pi) */

(18) Soit P  fp1; : : : pkg /* Ensemble des chemins [: : :] */

(19) Soit O  fO1; : : :Okg o�u 8j 2 [1; k], Oj  fpjg
(20) Pour j  1 �a k Faire

(21) Soit pj  [v ;a; b]

(22) iv  num�ero (v;L1) ; ia num�ero (a; L1) ; ib num�ero(b;L1)
(23) Pour q  2 �a jS2j Faire
(24) v0  sommet(iv;Lq) ; a

0  sommet(ia;Lq) ; b
0  sommet(ib;Lq)

(25) Soit O� l'orbite contenant pj
(26) Soit O� l'orbite contenant le chemin [v0 ;a0; b0]

(27) Si O� 6= O� Alors

(28) O�  O� [O�

(29) O�  ;
(30) Fin Si

(31) Fin Pour

(32) Fin Pour

(33) /* O contient les r orbites des chemins [: : :] du graphe T (pi) */

(34) Fin

ALG. 100 - Calcul des orbites, calcul de la canonicit�e pour la transformation T .
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Chapitre 2

Enum�erer les graphes A, B et C

Dans ce chapitre on pr�esente l'algorithme 104 destin�e �a g�en�erer tous les graphesMPG5

d'ordre n sans r�ep�etitions ni test d'isomorphisme.

Dans cet algorithme, la variable s d�esigne le carr�e associ�e au chemin p (apr�es la trans-

formation T (p) ou T 0(p)) ; il est initialis�e par l'appel suivant,

�enum�eration MPG5(T (p0 = [1 ; 2; 5]); s0 = (15; 1 ; 2; 5));

o�u le chemin p0 = [1 ; 2; 5] est d�e�ni sur le graphe initial G0 de la �gure 101. On peut

remarquer que le graphe G0 est le graphe MPG5 d'ordre 14. Sur la �gure 102, on peut

voir le graphe T (p0), ainsi que le carr�e s0 = [15; 1 ; 2; 5] associ�e �a p0.

L'algorithme principal est d�ecrit dans 104, mais celui qui contrôle l'�enum�eration est

d�e�ni dans 103.

On va s'attacher �a d�e�nir les algorithmes de contrôle de l'�enum�eration ; c'est-�a-dire

ceux not�es canonique(G;�; s)) et Calcul des orbites(G; fp1; : : : ; pkg; L). L'algorithme

appel�e Application(G) peut contenir une tâche particuli�ere que l'on veut ex�ecuter sur

l'ensemble des graphes MPG5 d'ordre n. Par exemple, cet algorithme pourra contenir un

1112
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Fig. 101 - Le graphe G0.
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Fig. 102 - Le graphe T (p0).

Entr�ee : Le graphe MPG5 d'ordre 14, la transformation T , le carr�e [15; 1 ; 2; 5].

Sortie : L'�enum�eration des graphes MPG5 d'ordre n.

Nom: �enum�eration MPG5(G;�; s)

(A1) /* G est le graphe courant d'ordre n0  Ordre(G),

(A2) � est la tranformation T ou T 0,

(A3) s est le carr�e d�evelopp�e par la transformation � dans G */

(A4) D�ebut

(A5) Si (( (n0 > n) ou ((s 6= ;) et ((L canonique(G;�; s)) = ;))) Alors
(A6) Retourner()

(A7) Si (n0 = n) Alors Application (G)

(A8) Si (s 6= ;) Alors
(A9) Si (n0 > 15) et (G = AT

min(n
0)) Alors

(A10) �enum�eration MPG5 (A(n0 � 1); ;; ;)
(A11) Si (n0 = 17 + (q � 15)) ou ((n0 � 1) = 17 + (q � 15)) Alors

(A12) �enum�eration MPG5(P1(17 + (q � 15)); ;; ;)
(A13) Si (n0 = 20 + (q0 � 9)) ou ((n0 � 1) = 20 + (q0 � 9)) Alors
(A14) �enum�eration MPG5(F1(20 + (q0 � 9)); ;; ;)
(A15) Liste de cas suivant G

(A16) G 2 R31 : �enum�eration MPG5 (�(G);;; ;)
(A17) G 2 Z 0

1 : �enum�eration MPG5 (T 0(�); T 0; h: : :i)
(A18) G 2 Z 0

2 : �enum�eration MPG5 (T 0(%); T 0; h: : :i)
(A19) G 2 C 0 :
(A20) P  fp1; : : : ; pkg; l'ensemble des chemins h: : :i
(A21) O  Calcul des orbites(G;fp1; : : : ; pkg; L)
(A22) Pour i 1 �a (r = jOj) Faire
(A23) pi  hv ;x; yi; un chemin de l'orbite Oi

(A24) �enum�eration MPG5(T 0(pi); T
0; hz; t ;x; yi)

(A25) Sinon

(A26) L automorphismes des graphesP1; F1;R1(G)

(A27) P  fp1; : : : ; pkg; l'ensemble des chemins [: : :]

(A28) O  Calcul des orbites(G;fp1; : : : ; pkg; L)
(A29) Pour i 1 �a (r = jOj) Faire
(A30) pi  [v ;x;y]; un chemin de l'orbite Oi

(A31) �enum�eration MPG5(T (pi); T; [z; t ;x; y])
(A32) Fin

ALG. 103 - Enum�eration de MPG5n : Premi�ere partie.
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Entr�ee : Aucune.
Sortie : Enum�eration des graphes MPG5 d'ordre n.

Nom : Main

(B1) D�ebut

(B2) Lire (n)

(B3) �enum�eration MPG5 (T (p0 = [1 ; 2; 5]); T; s0 = (15; 1 ; 2; 5))
(B4) Si n MOD 2 = 0 Alors

(B5) Application(A(n))

(B6) Si n = 17 + (q � 15) Alors
(B7) Application(P1(n))

(B8) Si n = 20 + (q0 � 9) Alors
(B9) Application(F1(n))

(B10) Fin

ALG. 104 - Enum�eration de MPG5n : Seconde partie.

A

Graphes MPG5 

C

B
C’B’’’

B’’

B’

avec carré [...]sans carré [...]
Graphes MPG5 

Fig. 105 - Partition de l'ensemble des graphes MPG5.

algorithme de coloration comme ceux de la bibliographie [W]. Un autre exemple d'appli-

cation pourrait être plus simplement un compteur pour d�eterminer jMPG5nj.

Pour montrer que cet algorithme �enum�ere tous les graphes MPG5 d'ordre n, on pro-

c�ede par r�ecurrence. Premi�erement, il existe un unique graphe MPG5 d'ordre 14. Secon-

dement, notre hypoth�ese de r�ecurrence est que par l'algorithme 103, les graphes MPG5

d'ordre n0 sont �a la fois tous g�en�er�es et tous non isomorphes. En�n on doit prouver que

par ce même algorithme, les graphes MPG5 d'ordre n0+ 1 sont eux aussi, tous construits

et tous non isomorphes.

L'ensemble des graphesMPG5 a �et�e partitionn�e en trois sous-ensembles disjoints not�es

A, B, et C, ainsi on va d�emontrer que cet algorithme construit tous les graphes A, B et

C d'ordre n0 + 1 une et une seule fois.
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2.1 Enum�erer les graphes A

Par hypoth�ese les graphesMPG5 d'ordre n0 sont tous construit et tous non isomorphes.

Par d�e�nition, il existe un unique graphe AT
min par ordre impair et aucun pour les

ordres pairs.

En cons�equence, pour chaque ordre n0 impair sup�erieur �a 15, l'algorithme 103 construit

une unique fois le graphe A d'ordre n0 � 1 en utilisant l'algorithme 38. En revanche si n

est pair c'est l'algorithme 104 �a la ligne (B5) qui construira le graphe A de cet ordre et

pas l'algorithme 103.

Ainsi tous les graphes de type A d'ordre inf�erieur ou �egal �a n sont construits une et

une seule fois.

2.2 Enum�erer les graphes C

Les graphes C d'ordre inf�erieur ou �egal �a n0 + 1 sont fabriqu�es par la transformation

T �a partir des graphes MPG5 d'ordre n0. Ceci est d�ecrit de la ligne (A27) �a (A32) dans

l'algorithme 103.

Il faut donc s'assurer que pour tous les graphes MPG5 d'ordre n0, l'algorithme 103 a

calcul�e les orbites des chemins [: : :].

Par hypoth�ese les graphes MPG5 d'ordre n0 sont tous g�en�er�es et tous non isomorphes.

En d'autres termes, tous ces graphes ont �et�e accept�es.

On distingue alors les graphes C, A et B.

1. Les graphes C d'ordre n0 sont, dans l'algorithme 103, construits �a la ligne (31), d'o�u

s 6= ;, et accept�es �a la ligne (A5), d'o�u L 6= ;.

En cons�equence l'algorithme 103 d�eclenchera la proc�edure calcul des orbites (i.e.

l'algorithme 107), �a la ligne (A28) a�n de calculer les orbites des chemins [: : :].

2. Le graphe A d'ordre n0 existe si n0 est pair ; il est construit �a la ligne (A10) d'o�u

s = ;. Pour les graphes de type A dans l'algorithme 103, il n'y a aucun contrôle de

l'�enum�eration ; ce qui implique qu'il n'y a pas de calcul de codes par la proc�edure

canonique: : : de la ligne (A5). C'est la raison pour laquelle on propose un calcul des

orbites des chemins [: : :] dans tout graphe de type A.

Soit x et y les deux sommets de degr�e �. On d�e�nit le premier voisinage du sommet

x par la liste suivante, N(x) = fx1; : : : ; x�g.
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Entr�ee : Un graphe G �(pi), une transformation T ou T 0

le carr�e si issu de pi.

Sortie : Calcul de la canonicit�e de si :

Si si est canonique, l'algorithme retient l'ensemble
des parcours L qui fournissent un code maximal �

Sinon rien.

Nom : Canonique (G;�; si)

(1) D�ebut

(2) Si � = T Alors

(3) Soit S l'ensemble des carr�es [: : :] de G

(4) Sinon

(5) Soit S l'ensemble des carr�es h: : :i de G tel quea

(6) l'arête hz; ti ne distingue pas deux motifs M3 ou

(7) un motif M3 d'un motif Mvide
3

(8) S1  Pr�e-Traitement (S)
(9) Si si =2 S1 Alors Retourner(;)
(10) Pour j  1 �a jS1j Faire
(11) sj  j-i�eme carr�e dans S1

(12) �j  Code repr�esentatif (sj)

(13) Fin Pour

(14) � maxj2[1;jS1 j](�j)

(15) Si (�i 6= �) Alors
(16) Retourner(;)
(17) S2  fsj=sj 2 S

1 et tel que �j = �g
(18) L fLj=j 2 [1; jS2j] et tel que �j = �g
(19) Retourner(L)

(20) Fin

a Si � = T 0 on doit, a�n de v�eri�er la canonicit�e du carr�e si dans le graphe
G de type B000, comparer le code �(si) avec les codes �(s) o�u s est un carr�e

pouvant être ins�er�e par la tranformation T 0.

Le corollaire 31 indique que les carr�es hz; t ; : : :i issus d'une transformation
T 0 sont tels que l'arête hz; ti ne distingue pas deux motifs M3 ou un motif M3

d'un motif Mvide
3 .

ALG. 106 - Calcul de canonicit�e.
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Entr�ee : Un graphe G �(pi), l'ensemble des chemins [: : :] ou h: : :i,
et l'ensemble des parcours L de code �.

Sortie : L'ensemble O des orbites des chemins [: : :] ou h: : :i.
Nom : Calcul des orbites(G;P  fp1; : : : pkg; L)

(1) D�ebut

(2) Si G est de type A Alors

(3) retourner (Orbites des chemins [: : :]d'un graphe A (ordre(G))

(4) Soit O  fO1; : : :Okg o�u Oj  fpjg
(5) Pour j  1 �a k Faire

(6) Soit pj  [v ;a; b] /* Car un chemin hv ;a; bi est un chemin [v ;a; b] */

(7) iv num�ero (v;L1) ; ia num�ero (a;L1) ; ib num�ero(b;L1)
(8) Pour q  2 �a jLj Faire
(9) v0  sommet(iv;Lq) ; a

0  sommet(ia;Lq) ; b
0  sommet(ib;Lq)

(10) Soit O� l'orbite contenant pj
(11) Soit O� l'orbite contenant le chemin [v0 ;a0; b0]

(12) Si O� 6= O� Alors

(13) O�  O� [O�

(14) O�  ;
(15) Fin Si

(16) Fin Pour

(17) Fin Pour

(18) /* O contient les r orbites des chemins [: : :] */

ALG. 107 - Calcul des orbites.
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Fig. 108 - Orbites d'un graphe A.

En e�et, dans l'algorithme 103 (�a la ligne (A30)) on utilise un unique chemin pour

chacune des orbites d'un graphe A. Clairement et sans d�emonstration l'ensemble O

des orbites des chemins [: : :] d'un graphe de type A est tel que jOj = �
2 � 2 et

8i 2 [1; jOj] ; [x ; x1; xi+3] 2 Oi:

Exemple Le graphe A de la �gure 108, contient trois orbites telles que les trois

chemins suivants sont r�epartis dans chacune d'entre elle

[x ; x1; x4]; [x ; x1; x5]; [x ; x1; x6]:

Ce calcul d'orbites des chemins [: : :] dans un graphe de type A correspond �a la pro-

c�edure not�e (Orbites des chemins [: : :]d'un graphe A (ordre(G)) utilis�e dans

l'algorithme 107.

3. Les graphes B00 = fZ1; Z2g.

(a) Les graphes Z1 d'ordre n
0
s'ils existent ont �et�e construits �a la ligne (A17), d'o�u

s 6= ; et ont �et�e accept�es �a la ligne (A5), d'o�u L 6= ;.

En cons�equence l'algorithme 103 appelera la proc�edure Calcul des orbites

�a la ligne (A28) pour calculer les orbites des chemins [: : :].

(b) Idem pour les graphes Z2.

4. Les graphes B000
d'ordre n0 ont �et�e construits �a partir de la ligne (A20) donc s 6= ;

et ont �et�e accept�es �a la ligne (A5) donc L 6= ;. En cons�equence l'algorithme 103
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appelera la proc�edure Calcul des orbites �a la ligne (A28) pour calculer les orbites

des chemins [: : :].

5. Les graphes B0
, ont �et�e d�e�nis comme �etant les graphes F1; P1 et R1. On distingue

deux cas.

(a) Les graphes P1 et F1 ont �et�e construits respectivement aux lignes (A12) et

(A14), d'o�u s = ;.

(b) Les graphes R1 ont �et�e construit �a la ligne (A16), d'o�u s = ;.

Dans l'algorithme 103 ces graphes ne subissent aucun contrôle d'�enum�eration, car

les appels �enum�eration: : : sont tels que s = ;.

C'est la raison pour laquelle on int�egre un calcul de codes obligatoire pour ces trois

types de graphes. On calcule tous les codes des brins (z; t) dont les degr�es sont

respectivement � et 6. La justi�cation de ce choix est que pour tous graphes B0

il existe exactement deux sommets de degr�e � ; et que pour chacun d'entre eux il

existe un nombre r�eduit, mais non nul, de voisins de degr�e 6.

Une fois les codes calcul�es, on obtient l'ensemble L des parcours qui fournissent

un code �. Ce proc�ed�e de calcul des automorphismes des graphes P1; R1 et F1

correspond �a la proc�edure not�ee automorphismes des graphesP1; F1; R1(G) dans

l'algorithme 103 �a la ligne (A26).

En cons�equence l'algorithme 103 appellera la proc�edure Calcul des orbites �a la

ligne (A28) pour calculer les orbites des chemins [: : :].

On a donc v�eri��e que pour tous les graphes MPG5 d'ordre n0, l'algorithme 103 avait

calcul�e les orbites des chemins [: : :].

D�es lors pour chaque orbite Oi dans l'algorithme 103, on s�electionne un chemin pi, �a

la ligne (A30) et on applique T �a la ligne suivante. Le test de canonicit�e est d�ecrit par

l'algorithme 106. Dans cet algorithme appel�e �a la ligne (A5) de l'algorithme 103 le graphe

T (pi) d'ordre n
0+1, sera rejet�e soit �a la ligne (9) si le carr�e ne passe pas le pr�e-traitement,

soit �a la ligne (16) si le carr�e si issu de pi est non canonique.

Pr�ecisement on prouve qu'�a partir de l'ensemble des graphes MPG5 d'ordre n0 et de

leurs orbites de chemins [: : :], l'algorithme 103 g�en�ere �nalement tous les graphes de type

C, sans r�ep�etition.
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Lemme 43 Tous les graphes C accept�es par l'algorithme 103 sont non isomorphes.

Preuve

Par induction. Supposons que tous les graphes MPG5 avec n0 sommets soient non

isomorphes. Maintenant on observe les graphes d'ordre n0 + 1. Par d�e�nition des graphes

C, �a partir de l'ensemble MPG5n0 , par T on fabrique tous les graphes C d'ordre n0 + 1.

On va montrer que le proc�ed�e d'�enum�eration propos�e dans l'algorithme 100 ne construit

pas deux graphes isomorphes.

{ Par l'absurde. Supposons que cet algorithme fournisse deux graphes de type C, not�e

G et G0
tous deux accept�es et tous deux isomorphes. On utilise le terme accept�es,

dans le sens o�u ils ne sont pas rejet�es par la ligne (9) ou (16) ; en d'autres termes si on

note s et s0 les deux carr�es derni�erement d�evelopp�es dans respectivement G = T (p)

et G0
= T (p0) ; s et s0 sont canoniques.

On note �(s) (resp. �(s0)) le code repr�esentatif du carr�e s (resp. s0) et � (resp. �0)

le code maximal sur tous les codes calcul�es dans le graphe G (resp. G0). Puisque G

et G0
sont isomorphes cela implique

� = �
0:

Puisque les deux carr�es s et s0 sont canoniques, cela implique qu'ils ont tous deux

un code repr�esentatif maximal, i.e.

�(s) = �(s0) = �:

Puisque les deux carr�es s et s0 ont le même code dans un même graphe, cela im-

plique que les deux graphes G0 = T�1
(s) et G0

0 = T�1
(s0) sont isomorphes. Or, par

hypoth�ese d'induction tous les graphes MPG5 d'ordre n0 sont non isomorphes ; on

a donc G0 = G0
0, en d'autres termes, il ne s'agit pas de deux graphes isomorphes,

mais du même graphe.

Mais alors, si G0 et G0
0 sont le même graphe, a�n de construire les deux graphes

G et G0 de fa�con �a ce qu'ils soient isomorphes, on a forcement, par d�e�nition d'une

orbite, utilis�e deux chemins p et p0 au sein de la même orbite. En d'autres termes

on a forc�ement appliqu�e T deux fois dans la même orbite. Il y a contradiction, car

dans dans l'algorithme 103 on applique la transformation T exactement une fois par

orbite.

2
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Lemme 44 Les graphes de type C sont tous fabriqu�es.

Preuve

Par induction. Supposons que par l'algorithme 103 tous les graphes MPG5 avec n0

sommets soient fabriqu�es, i.e. sans test d'isomorphisme. Clairement tous les graphes C

d'ordre n0 + 1 peuvent être construits et �enum�er�es par test d'isomorphisme en utilisant la

transformation T .

Soit G un graphe C d'ordre n0 + 1. Par hypoth�ese ce graphe peut être g�en�er�e par test

d'isomorphisme. De même, dans ce graphe il existe par d�e�nition au moins un carr�e tel

que la transformation T�1
peut être appliqu�ee.

Soit S l'ensemble des carr�es [: : :] canoniques dans le graphe G. Parmi l'ensemble S, on

s�electionne un carr�e s et on applique T�1
(s). On note G0 le graphe r�esultant. On calcule

les orbites des chemins [: : :] dans le graphe G0.

On applique la transformation T sur un chemin p0 appartenant �a la même orbite que

p ; o�u p est le chemin associ�e au carr�e s. On obtient par d�e�nition un graphe G0
= T (p0)

isomorphe au graphe G. Le graphe G0 sera accept�e puisque d'une part p0 est dans la même

orbite que p et d'autre part le carr�e s associ�e �a p est connu comme �etant canonique. Donc

le graphe G est fabriqu�e par notre proc�ed�e. Il n'y a donc pas de graphe C d'ordre n0 + 1

qui ne soit pas fabriqu�e par l'algorithme 103. 2

En cons�equence par hypoth�ese d'induction sur les graphes MPG5 d'ordre n0, les

graphes C d'ordre n0 + 1 fabriqu�e par l'algorithme 103 d'une part sont tous construit

et d'autre part sont tous non isomorphes.

2.3 Enum�erer les graphes B000

Les graphes B000
d'ordre n0 + 1 sont par d�e�nition les graphes B accessibles par la

transformation T 0 �a partir d'un graphe C d'ordre n0.

Les graphes C et donc C0
d'ordre n0 ont �et�e construits �a la ligne (A31) donc s 6= ;, et

ont �et�e accept�es �a la ligne (A5) donc L 6= ;.

En cons�equence l'algorithme 103 appellera la proc�edure Calcul des orbites �a la

ligne (A21) pour calculer les orbites des chemins h: : :i pour chaque graphe C0 d'ordre n0.

Pour chaque orbite Oi d'un graphe de type C0
, on s�electionne un chemin pi = h: : :i �a

la ligne (A23) et on applique T 0(pi) �a la ligne suivante.

Le test de canonicit�e est d�ecrit par l'algorithme 106. Dans cet algorithme appel�e �a la

ligne (A5) de l'algorithme 103, le graphe T 0
(pi) d'ordre n

0
+ 1, sera rejet�e soit �a la ligne
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(9) si le carr�e ne passe pas le pr�e-traitement, soit �a la ligne (16) si le carr�e si issu de pi est

non canonique.

Pr�ecisement on prouve qu'�a partir de l'ensemble des graphes de type C0
d'ordre n0 et

de leurs orbites des chemins h: : :i, l'algorithme 103 d'une part g�en�ere tous les graphes de

type B000
d'ordre n0 + 1, et d'autre part ceux-ci sont tous non isomorphes.

Lemme 45 Tous les graphes de type B000 accept�es par l'algorithme 103 sont non iso-

morphes.

Preuve

Par induction. Supposons que par l'algorithme 103 tous les graphes de type C0
avec n0

sommets soient non isomorphes. Maintenant on �etudie les graphes d'ordre n0+1 g�en�er�es par

ce même algorithme. Par d�e�nition des graphes B000
, ceux-ci sont acc�essibles �a partir des

graphes de type C0 par la transformation T 0. On va montrer que le proc�ed�e d'�enum�eration

propos�e dans l'algorithme 103 ne construit pas deux graphes de type B000
isomorphes.

{ Par l'absurde. Supposons que cet algorithme fournisse deux graphes de type B000
,

not�es G et G0
tous deux accept�es et tous deux isomorphes. On utilise le terme

accept�es, dans le sens o�u L 6= ; �a la ligne (A5) ; c'est-�a-dire qu'ils ne sont pas rejet�es

par la ligne (9) ou (16) dans l'algorithme 106. Si on note s (resp. s0) le dernier carr�e

d�evelopp�e dans le graphe G = T 0(p) (resp. G0 = T 0(p0)) alors cela signi�e que s et s0

sont canoniques.

On note �(s) (resp. �(s0)) le code repr�esentatif du carr�e s (resp. s0), et � (resp. �0)

le code maximal sur tous les codes calcul�es dans le graphe G (resp. G0
). Puisque G

et G0 sont isomorphes cela implique

� = �
0:

Puisque les deux carr�es s et s0 sont canoniques, cela implique qu'ils ont tous deux

un code repr�esentatif maximal. Cela implique l'�egalit�e suivante,

�(s) = �(s0) = �:

Puisque les deux carr�es s et s0 ont le même code dans un même graphe, cela implique

que les deux graphes G0 = (T 0
)
�1
(s) et G0

0 = (T 0
)
�1
(s0) sont isomorphes. Or, par

hypoth�ese d'induction tous les graphes de type C0
d'ordre n0 sont non isomorphes ;
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on a donc G0 = G0
0, en d'autres termes, il ne s'agit pas de deux graphes isomorphes,

mais du même graphe.

Mais alors, si G0 et G0
0 sont un seul et même graphe, a�n de construire les deux

graphes G et G0
de fa�con �a ce qu'ils soient isomorphes, on a forc�ement, par d�e�nition

d'une orbite, utilis�e deux chemin p et p0 au sein de la même orbite. En d'autres termes

on a forc�ement appliqu�e T 0
deux fois dans la même orbite. Il y a contradiction, car

dans l'algorithme 103 �a la ligne (A23) on applique la transformation T 0
une seule

fois par orbite.

2

Lemme 46 Les graphes de type B000 sont tous fabriqu�es.

Preuve

Par induction. Supposons que par l'algorithme 103 tous les graphes de type C0 d'ordre

n0 soient fabriqu�es, sans test d'isomorphisme. Clairement tous les graphes B000
d'ordre n0+1

peuvent être construits et �enum�er�es par test d'isomorphisme en utilisant la transformation

T 0.

Soit G un graphe de type B000 d'ordre n0 + 1. Par hypoth�ese ce graphe G peut être

g�en�er�e par test d'isomorphisme �a partir d'un graphe C0
d'ordre n0. Donc dans le graphe

G, par le corollaire 32, il existe par d�e�nition au moins un carr�e hz; t ; a; bi tel que l'arête

hz; ti ne distingue pas deux motifs M3 ou un motif M3 d'un motif Mvide
3 .

On consid�ere dans le graphe G l'ensemble S des carr�es hz; t ; a; bi canoniques tels que

l'arête hz; ti ne distingue pas deux motifs M3 ou un motif M3 d'un motif Mvide
3 .

Dans l'ensemble S, on s�electionne un carr�e s et on applique (T 0
)
�1
(s). On note G0 le

graphe r�esultant. On calcule les orbites des chemins h: : :i dans le graphe G0.

On applique la transformation T 0 sur un chemin p0 appartenant �a la même orbite que

p ; o�u p est le chemin associ�e au carr�e s. On obtient par d�e�nition un graphe G0
= T 0

(p0)

isomorphe au graphe G. Le graphe G0 sera accept�e puisque d'une part p0 est dans la même

orbite que p et d'autre part le carr�e s associ�e �a p est connu comme �etant canonique. Donc

le graphe G est fabriqu�e par notre proc�ed�e. Il n'y a donc pas de graphe de type B000
d'ordre

n0 + 1 qui ne soit pas fabriqu�e. 2

En cons�equence par hypoth�ese d'induction sur les graphes C0 d'ordre n0, les graphes

de type B000
d'ordre n0 + 1 d'une part sont tous construits par l'algorithme 103 et d'autre

part sont tous non isomorphes.
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2.4 Enum�erer les graphes B0
= fP1; R1; F1g

On distingue deux cas.

1. Les graphes P1 et F1. La d�emonstration est similaire �a celle des graphes de type A.

On rappelle que les graphes AT
min sont des graphes de type C ; pour chaque ordre

impair il existe un unique graphe de ce type et aucun pour les ordres pairs.

Les graphes F1 sont d'ordre n
0
= 20+ (q0 � 9) (avec q0 � 0) ; en d'autres termes par

ordre croissant la parit�e de ceux-ci alterne. C'est la raison pour laquelle on r�ealise

les deux tests (n0 = 20 + (q0 � 9) et n0 � 1 = 20 + (q0 � 9)) �a la ligne (A13).

En�n dans l'algorithme 103, si n = 20+(q0�9) (n est l'ordre des graphesMPG5 que

l'on souhaite �enum�erer) alors le graphe F1 d'ordre n sera construit dans l'algorithme

104 �a la ligne (B9).

Ces remarques sont quasi identiques pour l'�enum�eration des graphes P1.

2. Les graphes R1.

Les lemmes 45 et 46 ont montr�e que l'algorithme 103 construisait d'une part tous

les graphes B000
d'ordre n0 + 1 et d'autre part qu'ils �etaient tous non isomorphes.

Puisque les graphes de type R31 sont des graphes de type B000
; ils sont eux aussi

�enum�er�es. En cons�equence dans l'algorithme 103 les graphes R1, par la bijection �,

sont d'une part tous construits et d'autre part une et une seule fois.

2.5 Enum�erer les graphes B00
= fZ1; Z2g

Dans l'algorithme 103, les graphes Z1 (resp. Z2) sont fabriqu�es �a la ligne (A17) (resp.

(A18)) �a partir d'un graphe Z0
1 (resp. Z

0
2) donc s 6= ; et accept�es ou rejet�es �a la ligne (A5).

Les graphes de type Z0
1 et Z

0
2 sont des graphes B

000.

Par d�e�nition il existe un unique chemin � dans un graphe Z0
1 (resp. un unique chemin

% dans un graphe Z0
2) qui permet de fabriquer un graphe Z1 (resp. Z2).

En cons�equence pour chaque graphe Z0
1 (resp. Z0

2) on ne consid�erera qu'une seule

orbite contenant un unique chemin � (resp. %). Donc l'algorithme 103 n'appellera pas la

proc�edure Calcul des orbites �a la ligne (A21).

Le test de canonicit�e est d�ecrit par l'algorithme 106. Dans cet algorithme, activ�e �a la

ligne (A5) de l'algorithme 103, le graphe T 0(�) de type Z1 (resp. T
0(%) de type Z2) d'ordre

n0+ 1, sera rejet�e soit �a la ligne (9) si le carr�e s� (resp. s%) ne passe pas le pr�e-traitement,

soit �a la ligne (16) si celui-ci est non canonique.
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Pr�ecisement on prouve qu'�a partir de l'ensemble des graphes de type B000
d'ordre n0,

et donc des graphes Z0
1 (resp. Z

0
2) l'algorithme 103 d'une part g�en�ere tous les graphes de

type Z1 (resp. Z2) d'ordre n
0
+ 1, et d'autre part qu'ils sont tous non isomorphes.

Lemme 47 Tous les graphes de type Z1 accept�es sont non isomorphes.

Preuve

Par induction. Supposons que par l'algorithme 103 tous les graphes de type B000
(donc

les graphes Z0
1) d'ordre n0 soient non isomorphes. Maintenant on observe les graphes

d'ordre n0 + 1 g�en�er�es par ce même algorithme. Les graphes Z1 sont acc�essibles �a partir

des graphes de type Z0
1 par la transformation T 0

appliqu�e sur le chemin �. On va montrer

que le proc�ed�e d'�enum�eration propos�e dans l'algorithme 103 ne construit pas deux graphes

de type Z1 isomorphes.

{ Par l'absurde. Supposons que cet algorithme fournisse deux graphes de type Z1,

not�es G et G0 tous deux accept�es et tous deux isomorphes. On utilise le terme

accept�es, dans le sens o�u L 6= ; �a la ligne (A5) ; c'est-�a-dire qu'ils ne sont pas rejet�es

par la ligne (9) ou (16) dans l'algorithme 106. Si on note s� (resp. s�0) le dernier

carr�e d�evelopp�e dans le graphe G = T 0
(�) (resp. G0

= T 0
(�0)) alors cela signi�e que

les carr�es s� et s�0 sont canoniques.

On note �(s�) (resp. �(s�0)) le code repr�esentatif du carr�e s� (resp. s�0) et � (resp.

�0) le code maximal sur tous les codes calcul�es dans le graphe G (resp. G0). Puisque

G et G0
sont isomorphes cela implique

� = �
0:

Puisque les deux carr�es s� et s�0 sont canoniques, cela implique qu'ils ont tous deux

un code repr�esentatif maximal. Cela implique l'�egalit�e suivante,

�(s�) = �(s�0) = �:

Puisque les deux carr�es s� et s�0 ont le même code dans un même graphe, cela

implique que les deux graphes G0 = (T 0
)
�1
(s�) et G

0
0 = (T 0

)
�1
(s�0) de type Z

0
1 sont

isomorphes. Or, par hypoth�ese d'induction tous les graphes de type Z0
1 d'ordre n0

sont non isomorphes ; on a donc G0 = G0
0, en d'autres termes, il ne s'agit pas de

deux graphes isomorphes, mais du même graphe.
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Mais alors, si G0 et G0
0 ne sont qu'un seul et même graphe, a�n de construire les

deux graphes G et G0
de fa�con �a ce qu'ils soient isomorphes, on a forc�ement, par

d�e�nition d'une orbite, utilis�e deux chemins � et �0 au sein de la même orbite. En

d'autres termes on a forc�ement appliqu�e T 0
deux fois dans la même orbite. Il y a

contradiction, car il existe un unique chemin � par graphe Z0
1, et que l'on applique

une seule fois T 0
sur ce chemin.

2

Lemme 48 Les graphes de type Z1 sont tous fabriqu�es par T 0.

Preuve

Par induction. Supposons que par l'algorithme 103 tous les graphes de type Z0
1 d'ordre

n0 soient fabriqu�es, sans test d'isomorphisme. Clairement tous les graphes Z1 d'ordre n
0
+1

peuvent être construits et �enum�er�es par test d'isomorphisme.

Soit G un graphe de type Z1 d'ordre n0 + 1. Par hypoth�ese ce graphe G peut être

g�en�er�e par test d'isomorphisme �a partir d'un graphe Z0
1 d'ordre n

0. Donc dans le graphe

G, il existe par d�e�nition des graphes Z1 au moins un carr�e hz; t ; a; bi tel que l'arête hz; ti

distingue deux motifs M3.

On consid�ere dans le graphe G l'ensemble S des carr�es hz; t ; a; bi canoniques tels que

l'arête hz; ti distingue deux motifs M3.

Dans l'ensemble S, on s�electionne un carr�e s et on applique (T 0)�1(s). On note G0 le

graphe r�esultant. Ce graphe contient une seule orbite contenant un unique chemin �.

On applique la transformation T 0
sur le chemin �. On obtient par d�e�nition un graphe

G0 = T 0(�) isomorphe au graphe G. Le graphe G0 sera accept�e puisque d'une part le chemin

� appartient �a une orbite et d'autre part le carr�e s associ�e �a � est connu comme �etant

canonique. Donc le graphe G est fabriqu�e par notre proc�ed�e. Il n'y a donc pas de graphe

de type Z1 d'ordre n
0 + 1 qui ne soit pas fabriqu�e. 2

La d�emonstration pour les graphes Z2 est identique ; il su�t de remplacer dans les

deux preuves pr�ec�edentes le chemin � par %, les graphes Z1 par Z2, et les graphes Z
0
1 par

Z0
2. D'autre part les graphes Z2 sont d�e�nit comme �etant des graphes constitu�es de motifs

M3 etM
vide
3 tel qu'il n'existe pas deux motifsM3 contigus. Ainsi a�n d'adapter la derni�ere

d�emonstration pour les graphes Z2, on doit retirer la contrainte l'arête hz; ti distingue deux

motifs M3. En e�et pour les graphes de type Z2, on doit simplement consid�erer l'ensemble

S des carr�es hz; t ; a; bi canoniques.

En cons�equence par hypoth�ese d'induction sur les graphes Z0
1 et Z0

2 d'ordre n0, les

graphes de type Z1 et Z2 d'ordre n
0
+ 1 d'une part sont tous construits par l'algorithme
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103 et d'autre part sont tous non isomorphes.

2.6 Conclusion

En supposant que l'algorithme 103 g�en�erait tous les graphes MPG5 sans r�ep�etitions

d'ordre n0, les pr�ec�edents lemmes ont montr�e que ce même algorithme g�en�er�e toujours sans

r�ep�etitions tous ceux d'ordre n0 + 1.

Puisqu'il existe un unique graphe MPG5 d'ordre 14, et que ce graphe est le graphe

initial (voir l'algorithme 104) appelant l'algorithme 103, ce même algorithme g�en�ere donc

bien sans r�ep�etition tous les graphes MPG5 d'ordre n � 14.
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Quatri�eme partie

Conclusion
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Dans cette th�ese, nous avons �etudi�e le probl�eme de la g�en�eration des triangulations de

la sph�ere de degr�e minimum cinq (i.e. les graphes MPG5). Deux aspects di��erents de ce

probl�eme sont trait�es : le premier consiste �a construire, pour un ordre donn�e, un graphe

MPG5 al�eatoire ; le second, toujours pour un ordre donn�e, �a construire cette fois tous les

graphes MPG5. Dans les deux cas, notre solution est donn�ee sous la forme d'une s�erie de

th�eor�emes de nature constructiviste (donc orient�es vers une implantation informatique).

Deux m�ethodes distinctes sont pr�esent�ees pour la g�en�eration al�eatoire ; pour la g�en�eration

exhaustive, la m�ethode propos�ee se caract�erise par l'absence de r�ep�etitions et de tests

d'isomorphisme.

Motivation de ces travaux

Pourquoi s'int�eresser �a g�en�erer les triangulations de la sph�ere de degr�e minimum cinq?

Essentiellement pour deux raisons :

1. La premi�ere, c'est que les graphesMPG5 sont les graphes planaires les plus di�ciles

�a 4-colorier et que les seuls algorithmes de g�en�eration existant �a l'heure actuelle

n'autorisent pas de �xer leur ordre.

2. La seconde raison, c'est que le probl�eme de g�en�erer toutes les triangulations de la

sph�ere sans r�ep�etition ni test d'isomorphisme est ouvert. Si nous ne r�esolvons pas

ce probl�eme dans sa totalit�e, nous en proposons cependant une solution partielle, �a

savoir celle du sous-probl�eme consistant �a g�en�erer, sans r�ep�etition ni test d'isomor-

phisme, tous les MPG5.

R�esultats pr�esent�es

Notre id�ee de d�epart �etait de proc�eder de mani�ere r�ecurrente, par expansion 1
. Plus

pr�ecis�ement, pour obtenir tous les graphes MPG5 d'ordre n, on g�en�ere �a partir de celui

d'ordre 14 (qui est bien connu et tr�es simple), tous ceux d'ordre 15 ; �a partir de ceux-ci,

on g�en�ere tous ceux d'ordre 16, puis d'ordre 17, et ainsi de suite jusqu'�a n. Pour cette

expansion, on fait appel �a diverses transformations (explosion T d'un sommet en deux

sommets, bascule D d'une arête \diagonale") et autres manipulations locales.

La question qui vient imm�ediatement est de savoir si on atteint ainsi tous les graphes

d'ordre n, et non pas une partie seulement. Pour prouver que le proc�ed�e fait bien ce que

1: On utilise le terme expansion pour intuitivement signi�er que l'on g�en�ere les graphes MPG5 par ordre
croissant. En revanche il n'y a aucun rapport avec l'algorithme de G. Marble, D. W. Matula et J. D.

Isaacson [MMI72].
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l'on attend de lui, on prend le probl�eme dans l'autre sens : partant d'un quelconque MPG5

d'ordre n, on d�emontre que l'on peut progressivement le r�eduire au graphe MPG5 d'ordre

14 en utilisant exclusivement les transformations inverses de celles qui sont utilis�ees pour

l'expansion. On prouve ainsi que tout MPG5 d'ordre n > 14 est r�eductible �a l'unique

MPG5 d'ordre 14, donc que l'expansion de ce dernier graphe, convenablement dirig�ee,

aboutit �a l'ensemble des triangulations de la sph�ere de degr�e minimum 5, ce qui �etait bien

l'objectif que nous nous �etions �x�e.

Comme nous l'avons dit, ce proc�ed�e a n�ecessit�e la d�e�nition d'un certain nombre de

transformations (T , T 0
et leurs inverses), mais il nous a impos�e �egalement de partitionner

les MPG5 en plusieurs types de graphes (A, B et C) aux propri�et�es bien particuli�eres :

En e�et, �a l'�etape i de la r�ecurrence, nous avons constat�e que le seul emploi de l'ex-

plosion T ne permettait d'atteindre qu'une partie des MPG5, i.e., ceux comportant un

certain type de carr�e (et que nous avons donc not�es C).

Les graphes exempts de tels carr�es sont de deux sortes :

{ les uns ont une structure extrêmement r�eguli�ere, ce qui les rend tr�es faciles �a construire

(nous les avons not�es A) ;

{ les autres (not�es B) posaient un probl�eme.

Il est possible de contourner celui-ci de la fa�con suivante : d'abord, on montre que dans

un graphe B d'ordre n, il existe n�ecessairement un certain couple � d'arêtes cons�ecutives

(appel�e chemin [: : :]) tel que, si l'on applique l'explosion T �a son sommet central, le graphe

d'ordre n + 1 obtenu est une \expansion" d'un certain graphe C par T . Celui-ci, comme

on l'a vu, est r�eductible par T�1 �a un graphe MPG5 d'ordre n � 1. Donc, �a partir d'un

graphe B d'ordre n, il est fort possible de se ramener �a un graphe MPG5 d'ordre n � 1,

mais c'est au prix d'un passage par un graphe d'ordre n+ 1.

Ainsi, cette m�ethode (issue du corollaire 24) a l'avantage d'une relative simplicit�e (puis-

qu'elle ne met en �uvre que deux transformations, l'explosion T et la contraction T�1
),

mais elle pr�esente un grave inconv�enient : pour construire un graphe MPG5 quelconque

d'ordre n, elle peut n�ecessiter en e�et de passer par la construction d'un certain graphe

de type C d'ordre n + 1. Cela peut sembler r�edhibitoire dans le cas d'une �enum�eration

exhaustive.

Si l'on veut �eviter le passage �a n + 1, il faut �etudier en d�etail les graphes B. La
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seconde partie de ce m�emoire est presque enti�erement consacr�ee �a un important travail

de formalisation dans ce but : on a dû d�e�nir une partition de B (�a laquelle on a associ�e

plusieurs proc�ed�es de construction sp�eci�ques), une nouvelle transformation (not�ee T 0
, et

qui peut être vue comme une combinaison de l'explosion T et de la bascule D), ainsi

qu'une correspondance bijective (not�ee �) entre deux sous-parties de B.

Par rapport �a la pr�ec�edente m�ethode, celle-ci est donc plus compliqu�ee �a comprendre

et �a mettre en �uvre, mais plus simple en termes d'e�cacit�e (cf. l'algorithme 95).

La solution d�evelopp�ee pour r�epondre au probl�eme de l'�enum�eration exhaustive des

MPG5 d'ordre n donn�e, s'appuie sur cette seconde m�ethode, �a laquelle, dans le cadre d'une

collaboration avec G. Brinkmann, nous avons inject�e divers controles d'�enum�eration,

selon le proc�ed�e mis au point par B.D. Mckay [McK93] pour la g�en�eration sans test

d'isomorphisme ni r�ep�etition. Ce proc�ed�e fait appel �a des calculs d'orbites et de formes

canoniques. R�ecursif, il peut être grossi�erement d�ecrit de la fa�con suivante :

Pour chaque graphe G accept�e, on calcule les orbites de chemins [: : :] (resp. h: : :i). Dans

chacune de ces orbites, on s�electionne un chemin p, et on applique T (p) (resp. T 0
(p)). Le

graphe T (p) (resp. T 0(p)) r�esultant est accept�e si et seulement si le carr�e s associ�e �a p est

canonique.

Ce dernier algorithme (l'algorithme 103) est pr�esent�e dans la troisi�eme partie. Claire-

ment notre proc�ed�e d'�enum�eration employ�e calcule des codes pour chaque graphe de la

même mani�ere que ceux employ�es par les tests d'isomorphisme : mais dans notre cas on

n'en compare jamais directement deux pour savoir si oui ou non ils sont isomorphes. C'est

la raison pour laquelle on dit que l'on proc�ede sans test d'isomorphisme ni stockage.

En cons�equence les r�esultats de cette th�ese r�esolvent d'une part le probl�eme de fabri-

cation des graphesMPG5 pour un ordre n �x�e et d'autre part ils r�epondent partiellement

au probl�eme ouvert.

Perspectives : probl�emes ouverts

Les probl�emes restant �a r�esoudre, sans être exhaustif, pourraient être les suivants :

1. Etudier pr�ecis�ement la complexit�e de nos trois algorithmes, de mani�ere �a juger de

l'opportunit�e de l'introduction de structures de donn�ees sp�eci�ques.

2. R�eduire le coût du test de canonicit�e en am�eliorant son pr�e-traitement.
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3. Programmer la totalit�e des algorithmes a�n d'�evaluer exp�erimentalement leur e�ca-

cit�e. Par exemple il serait int�eressant de comparer la rapidit�e du programme de D.

Avis utilisant un �ltre pour extraire les MPG5, et celle de l'algorithme 103.

4. Etendre l'�enum�eration des graphes MPG5, aux graphes MPG4 (qui incluent bien

entendu les MPG5) et MPG3 (qui incluent les MPG4), de mani�ere �a r�epondre

totalement au probl�eme ouvert.
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R�esum�e

La majeure partie de ce travail est consacr�e �a l'�etude des triangulations de la sph�ere

de degr�e minimum cinq, et plus particuli�erement �a leur g�en�eration.

La premi�ere partie propose un rappel des notions de base de la th�eorie des graphes

ainsi que de celles relatives aux cartes topologiques. Elle pr�esente ensuite les d�e�nitions

sp�eci�ques �a ce travail.

Dans la seconde partie, nous consid�erons le probl�eme de g�en�erer les graphes MPG5

pour un ordre n �x�e. Nous pr�esentons d'abord un ensemble de propri�et�es concernant ces

graphes ; puis, �a l'aide de ces propri�et�es, nous d�eveloppons deux m�ethodes de g�en�eration.

La troisi�eme partie est consacr�ee �a la g�en�eration des graphes MPG5 sans r�ep�etitions,

ni test d'isomorphisme. Il s'agit d'adapter la m�ethode d'�enum�eration sans test d'isomor-

phisme de B.D. Mckay au cas des graphes MPG5.

Mots-cl�es

Degr�e minimum cinq, Enum�eration, G�en�eration, Graphes, Isomorphisme,MPG5, Pla-

narit�e, Stockage.
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Index

(T 0)�1, 45

A, 42

AT , 55

AT

min
, 58

B, 42, 108

B0, 84, 108

B00, 108

B000, 108

C, 42

C0, 84

D, 37

F1, 94

F2, 94

H, 43

MPG5, 36

MPG5n, 36

Mvide
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, 70

M3, 70

M4, 70

M5, 71
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N i(), 30

N i
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(), 31

P1, 98

P2, 98

R1, 102

R3
1
, 107

R2, 102

T , 41

T 0, 47

T�1, 40

Xinf6, 39

Xsup6, 39

Z0

1
, 91

Z0

2
, 93

Z1, 91

Z2, 92

[z; t ;x; y], 40

�, 30

�, 30

�, 76

hz; ti, 84

hz; t ;x; yi, 44

�1; �2; �3, 57

�, 91

�, 76

%, 93

�, 107

dg, 30

dgG, 31

Kempe, voir Châ�nes de Kempe, 8

Algorithme

calcul de la canonicit�e de carr�es [: : :] ou

h: : :i pour l'�enum�eration des graphes

MPG5, 128

calcul des orbites de chemins [: : :] ou h: : :i

pour l'�enum�eration des graphesMPG5,

128

calcul des orbites et de la canonicit�e pour

la transformation T , 123

construction des graphes A, 55

expansion, 14

g�en�erer les graphes F1, 96

g�en�erer les graphes MPG5 avec r�ep�eti-

tion, 110
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g�en�erer les graphes MPG5 sans r�ep�eti-

tion, 125

g�en�erer les graphes P1, 101

g�en�erer les graphes R1, 105

r�eduction, 17

Arête, 26

hz; ti, 84

canonique, 118

multiple, 27

Arc, 25

Extr�emit�e

�nale, 25

initiale, 25

Automorphisme, 115

Bascule, 36

Bascule-contraction, 44

Bijection

�, 107

Boucle, 25

Calcul d'orbites, 116

Canonicit�e, 118

Carr�e

[z; t ;x; y], 40

�1, 57

�2, 57

�3, 57

�, 76

hz; t ;x; yi, 44

Châ�nes de Kempe, 8

Chemin

[v ;x; y], 41

�, 76

hv ; z; ti, 45, 47

�, 91

%, 93

Code repr�esentatif d'un carr�e, 118

Coin (coin d'un motif), 71

Contigu, voir motifs, 71

Contraction, 40

Degr�e, 30

�, 30

�, 30

Degr�e d'un sommet, 30

Distance entre sommets, 28

Distinguer (arête distinguant deux motifs), 71

Enracin�e, 20

Ensemble

MPG5, 36

MPG5n, 36

N (), 30

N i(), 30

N i

G
(), 31

Explosion, 40

Explosion-bascule, 47

Flip, 37

Forme canonique, 116

Graphe

A, 42

AT , 55

AT

min
, 58

B, 42, 108

B0, 84, 89, 108

B00, 89, 108

B000, 89, 108

B0

F1, 94

P1, 98

R1, 102

B00

Z1, 91

Z2, 92

B000

F2, 94

P2, 98

R3
1
, 107

R2, 102

Z0

1
, 91
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Z0

2
, 93

C, 42

C0, 84, 108

H, 43

MPG5, 36

connexe, 28

maximal, 35

non orient�e, 26

orient�e, 25

partiel, 27

planaire, 33

simple, 26

triangul�e, 35

Isomorphisme, 29

I�eme-voisinage, 30

Motif

Mvide

3
, 70

M3, 70

M4, 70

M5, 71

Motifs

contigus, 71

Num�erotation, 119

Orbite, 115

Ordre d'un graphe, 25

Parcours, 119

Planaire, 33

Pr�e-Traitement, 121

Sous-graphe, 27

Transformation

bascule-contraction (T 0)�1, 44

contraction T�1, 40

diagonale, 37

explosion T , 40

explosion-bascule T 0, 47

Valence, 30
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